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2.Streszczenie

Celem pracy jest symulacja niestacjonarnego przepbiepta bezsiatkogvmetod
Kansa w obszarze o nieregularnym brzegu. Metad zaimplementowano z
wykorzystaniem programu Scilab. W pracy badano daigaie przeptywu ciepta na catym
brzegu rozwaanego obszaru z warunkiem Dirichleta (temperatarbraegu byta funkgj
potozenia).

W pierwszej cgsci pracy oméwiono podstawy teoretyczne przewodraotvepta w
ciatach statych. W dalszej €i pracy szczegétowo opisano metodKansa,
wyprowadzono operatory zbiczkowe dla trzech radialnych funkcji bazowych B3F
funkcji wielomianowej, funkcji gaussowskiej oraznkeji poliharmonicznej dotyezych
stacjonarnego i niestacjonarnego przeptywu na obsza regularnym i nieregularnym
brzegu. Pocgkowo jednoczénie wydawatoby i, ze réwnania przedstawione w tym
rozdziale § skomplikowane, ale po bardziej wnikliwej analizekazuje s}, ze ich
wyprowadzenia $§ proste i powtarzalne. W dalszejeéazi pracy zaprezentowano Krotki
opis programu Scilab. Wypasany jest on w setki gotowych funkcji do operacji
algebraicznych, rozweywania réwna liniowych i nieliniowych, grafiki dwu- i
trojwymiarowej oraz wiele innych. W keowej czsci pracy zaprezentowane zostaty
tabele z wynikami oraz ich interpretacje graficzhe.wzgkdu na obszerrio zagadnienia
przedstawiono tylko wybrane wyniki obliazenumerycznych. Warto podkiec zalet
srodowiska programu Scilab, ktére okazale Isy¢ efektywnym i efektownym nagdziem
do obliczé numerycznych i iynierskich.

Dodatkowo do pracy zatzono ptyt CD, ktéra zawiera program instalacyjny
pakietu Scilab oraz kodyrédtowe programéw wykorzystanych podczas oblicze
numerycznych. Programy m@gdoy¢ modyfikowane przez aytkownika do wihasnych
celow.



3. Wprowadzenie

Najstarsz, historycznie rzecz biac, jestmetoda rénic skaiczonych— opisana
dos¢ szczegbtowo w kszkach z lat pi¢dziesiatych (np. Collatz, Panow). W tym samym
czasie (1946) pojawita gipewna odmiana tej metodymetoda bilanséw elementarnych
ktorej podstawy sformutowat Wniczew. Metoda bilansdest bardzo efektywna w
obliczeniach cieplnych, a przy tym dki swojej oczywistej interpretacji fizycznej
zrozumiata i tatwo przyswajalna. Drug bardzo rozpowszechnionych w mechanice i
termodynamice metod numerycznych jesttoda elementow skezonych(MES). taczy
sie ja zazwyczaj z nazwiskiem O.C. Zienkiewicza, ktoryl 867 roku opublikowat bardzo
obszera monografieFinite Element MethadW latach osiemdziestiych coraz wicej
pisze st 0 metodzie elementu brzegowe@m najwybitniejszych jej propagatorow naje
C.A. Brebbia, J.C.F. Telles, L.C. Wrobel — autoznyanej monografiBoundary Element
Technique$1984) [3].

W ostatniej dekadzie, pegt w stosowaniu radialnych funkcji bazowych (RFB) w
bezsiatkowych metodach aproksymacji romeh czastkowego réwnania #hiczkowego
miata przycagm¢ wielu badaczy nauki i itynierii. Pierwsz dziedzim typu metod
bezsiatkowych jest tak zwana metoda Kansa roztemprzez Kansa w 1990 roku [6], jest
uzyskiwana bezpoednio z kolokacji RFB (na przykiad w szczegdlio funkcji
wielomianowej,ang. multiquadri§, dla numerycznej aproksymacji rozwania. Funkcja
wielomianowa zostata pierwszy raz rozwiai przez Hardy’'ego [8] w 1971 roku, jako
wielowymiarowe rozproszenie metody interpolacji duwdelowania pola przyggania
ziemskiego. Nieznana przez wielu badaczy akadeptic# do czasu publikacji recenzji
Franke’ego [4] opisure) 29 metod interpolacyjnych, gdzie funkcja wielanowa zostata
zaliczona do najlepszych w oparciu o dokilad@noaspekty wizualne, wgliwosci na
parametry, nadanie wmaosci czasu, przechowywanigadan i tatwos¢ implementacii.
Metoda Kansa zostata ostatnio pekgzona do rozwizania ranych zwyktych i
czastkowych rowna rozniczkowych whczapc dwufazowe i trojfazowe modele mieszanin
dla tkanki irzynieryjnej, jednowymiarowego nieliniowego roéwnanBurgera [5] z
uderzeniem fali, powierzchniowego réwnanie wodyrzyptywem i symulag pradu [9]
oraz problem przeptywu ciepta [7].

Tradycyjne radialne funkcje bazows definiowane jako funkcje globalne, ktérych
wyniki w petni wynikap z wspotczynnika macierzy. Przeszkadza to w stosaw@FB na
duza skale z powoduzle uwarunkowanych wspotczynnikbw macierzy. W wielu
przypadkach, dokladdé rozwiazania RFB zalkey czsto od wyboru parametru c
podstawianego do funkcji wielomianowej czyz tggausowskiej. Wybor optymalnej
wartasci parametru c jest poprzedzony intensywnymi baataniOstatnio, RFB postac?’
jest wywana zamiennie, aby uniké problemu wyboru optymalnego ksztattu parametru.
Dwie wazne cechy bezsiatkowych metod z wykorzystaniem RE&Bfakt ze § one
.naprawd” metodami typu ,bez siatek” (ang. ,mesh-free”) dhi implementacja jest
bardzo prosta w poréwnaniu z nurtem dominyin w technikach numerycznych takich
jak metoda elementu skozonego, metoda #dic skaiczonych, metoda elementu
brzegowego czy femetoda olgtosci skarczone).

Celem pracy byla symulacja niestacjonarnego przaphciepta bezsiatkoav
metody Kansa w obszarze o nieregularnym brzegu. Mgttadzaimplementowano w
srodowisku programistycznym Scilab. W pracy badaagazinienie przeptywu ciepta z
warunkiem Dirichleta na catym brzegu rozaaego obszaru. Temperatura na brzegu byta
funkcja potozenia.

W rozdziale 4 przestawiono problem przewodnictwplaiejak réwnie zapisano
rownanie ciepta. Bardzo waa cze$¢ pracy stanowi opis metody Kansa dla przypadku
stacjonarnego i niestacjonarnego. W tym rozdzipleamo réwnie operatory réniczkowe
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dla poszczegélnych przypadkéw. Na pierwszy rzut okanania przedstawione w tym
rozdziale mog wydawa sie skomplikowane, ale po bardziej wnikliwej analizikazuje
sig, ze ich wyprowadzeniaasproste i powtarzalne. W rozdziale 6 zawarto kraifis
narzdzia programistycznego Scilab, ktory jest odpowikieém pakietu naukowego
Matlab. Rozdzial 7 zawiera tabele z wynikami orazeipretacje graficzn dla
poszczegolnych przypadkbw RFB. Nanka w rozdziale 8 zawarto wnioski i
przemylenia wtasne.



4. Zjawisko przewodnictwa cieplnego

Od kuchennego tostera do najnowszego wysoko sppwmékroprocesora, ciepto jest
wszechobecne i ma wielkie znaczenie wymerii Swiatowej. Dla optymalizaciji
sprawndgci cieplnej i redukcji kosztow, itynierzy i badacze wykorzystupnaliz opart
na metodzie, elementu sikazonego. Poniewawiele wiaciwosci materiatowych jest
zaleenych od temperatury, efekt ciepta wymje w wielu innych dziedzinach
modelowania multidyscyplinarnego.

Na przyktad, zaréwno toster jak i mikrouktad zawjerelektryczne przewodniki, ktore
wytwarzap energe cieplm podczas przeptywu przez nieagu elektrycznego. Gdy te
przewodniki wyzwalaj energé¢ cieplm, temperatura ukladu zeksza st w tych
przewodnikachJe&li przewodnictwo elektryczne jest zafee od temperatury, to zmienia
sig odpowiednio i wpltywa na pole elektryczne w przewitd. Inny przykiad z
multidyscyplinarnych pakczer, ktére pocigaja za sol przeptyw ciepta $ napezenia
cieplne, konwekcja w ptynach i nagrzewanie indukey;j

Przeptyw ciepta jest definiowany jako ruch eneggibwodowany rénica temperatur.
Opisywane jest to przez nagtijace trzy mechanizmy:

* Przewodzeniejest przeptywem ciepta przez dyfuzje éradku stacjonarnym
spowodowane gradientem temperaturgradkiem mae by ciato state lub
ptyn.

* Konwekcja jest przeptywem ciepta poruazy cieph powierzchm a zimnym
ruchomym pitynem, zimn powierzchna a cieptym ruchomym ptynem lub
cieph i zimmg powierzchm ptynu. Konwekcja wysjpuje w ptynach i gazach.

* Promieniowanie jest przeptywem ciepta pordzy powierzchri A z
temperatuy T, | powierzchny B z temperatur T, przez elektromagnetyczne
fale, pod warunkiem,ze Ti#T, i powierzchnia A jest widoczna dla
nieskaiczenie matego obserwatora na powierzchni B.

4.1 ROwnanie ciepta

Matematyczny model dla przeptywu ciepta przez pazenie jestbwnaniem ciepta

pC%—I—D[ﬂkDT)=Q (4.1)

o T -—temperaturdC lub K]

e p—gstac¢ [kg/m]

« k — przewodnictwo cieplne [W/(fK)]

e Q —zrbdto ciepta lub rozpraszacz [W]

* C- ciepta widciwe [J/(kgK)]
o C,— ciepto wtaciwe przy statym @énieniu [J/(kgK)]
o C, — ciepto wiaciwe przy statej olatosci [J/(kgK)]

Dla stanu ustalonego, temperatura nie zmieriavsczasie, Wic pierwszy czton
rownania (4.1) zawieragy pochodn temperatury po czasie zeruje.si
Jeili przewodnictwo cieplne jest anizotropowe staje st tensorem przewodnictwa
cieplnego w postaci:



k= ky>< kyy kyz (42)

W modelu przewodnictwa ciepta i konwekcji przezmitydwnanie ciepta zawiera rownie
czton konwekcyjny. Rownanie przewodnictwa i konwekaieplnej mazemy zapisa w
postaci:

pC, ‘Z—I ~ O -kOT + pC,Tu) = Q (4.3)

gdzieu jest wektorem pola pdkosci. To pole mae by znane w postaci matematycznego
wyrazenie zmiennych niezataych lub obliczone przez rozgwanie sprgzonego uktadu
rownaa przewodnictwa oraz bilansuegu (réwnanie Navier-Stokesa dla przeptywu
niescisliwego). Wektora strumienia ciepta jest definiowapyzez wyraz w nawiasie
wystepujacy w roéwnaniu (4.3). W przypadku przeptywu ciepta wykorzystaniem
konwekgciji i przewodnictwa rownanie na wektor strama ma posta

q=-kOT + pC,Tu (4.4)

Natomiast, jéli przeptyw ciepta jest wyregona tylko przez przewodnictwo, q jest olome
przez

q=-kOT (4.5)



5. Bezsiatkowa metoda Kansa

Metoda Kansa zostata wprowadzona w 1990 roku [1} pozwikzywaniu castkowych
rowna rézniczkowych z kolokacyjnym wykorzystaniem radialnyfeimkcji bazowych. Ta
technika jest bardzo ogdlna, prosta i efektywna.

Rozwaamy ogoélne cgstkowe réwnanie  mhiczkowe w  obszarze
dwuwymiarowym

Lu=f(x,y) w Q Bu=g(x,y) w 0Q (5.1)
gdzie L — operator tdniczkowy, B — operator narzuggj warunki graniczne,
Q — obszar wewgtrzny, 0Q — brzegiem obszaQ

Rysunek 5.1. Przyktadowa graficzna prezentacjaarszorzegu.

Wyznaczamy{Pi =(%,, )}i“ilto bedzie N kolokacyjnych punktow v@ z ktérych
{x.y HS sa punktami wewatrznymi; {(x.y;)}t..; S punktami brzegowymi. Na
rysunku 5.1 punkty wewitrzne oznaczoneaskolorem jasno-kizowym natomiast punkty
brzegowe oznaczone kolorem bgzowym. Kolorem czerwonym oznaczony zostat obszar
nieregularny.
W metodzie Kansa przyjmujemyesize przyblzone rozwizanie problemu jest wytane
przez

UGY)= YU () (5.2)

gdzie {uj};“:1 sa  nieznanymi  wspotczynnikami  ktory ebzie wyznaczony,

P,(x,y)= ¢Q‘P - PiH): ¢[\/(x-xj)2 + (y-yj)z) = ¢(rj) jest radiala funkcja bazowa. Tutaj

r :HP— P H jest Euklidesow normy pomidzy punktamiP = (x,y) i P, =(x;,y, ).

-8-



Najczsciej wwywanymi radialnymi funkcjami bazowymas
+ Funkcje wielomianowe (ang. the multiquadric) (M(@Xr):(r2+c2y”2 (B jest
parametrem; nieparzysliczba catkowit)
«  Funkcje gaussowska (ang. the Gaussians) @9 e*"
e Poliharmoniczne funkcje sklejane (ang. the polyl@amn splinem)
#(r)=r*log r w 02 dlan=>1 (dla n=1 mamy tzw. funkgjcienkich ptyt)

Przez podstawienie rownania (5.2) do rownania) (®ttzymujemy

> (Lo o0y = Fxw) i=12,..N (5.3)

1 34

( B¢, )(x,yi)uj =g(x,y) i=N1+1LN1+2,..,N (5.4)

1
iy

W zwiazku z tym rozwazujemy nasfpujacy uktad liniowo - algebraiczny N x N

() (2)

u f

A A _ (5.5)
A, A, u® £

Dla nieznanychu® =[u,,u,,....uy,]" ,u® =[U.,UppssnUy]". Wtedy przyblione

rozwiazanie maemy otrzyma z réwnania (5.2) w dowolnym punkcie dziedziQy Tutaj
otrzymujemy podmacierze:

A1z elementenfL @, )(x,Y;), i,j=1,2,..N1

A2z elementenfL g, )(x,Y;), i =1,2,..N1,j=N1+1,.., N
Az z elementen{Bg, )(x,Y; ), i =N1+1,.,N, j=1,2,.., N1
Az z elementenfBg,)(x.,y; ), I, j=N1+1,., N

| wektor

FO = [106,9):006.Ys s T2 Yn2 )]

(5.6)
f ) = [g(XN1+1’yN1+1)’g(XN1+2’yN1+2 )”g(x“ ’yN )]T

5.1. Zagadnienie stacjonarne

Dla numerycznego sprawdzenia, skupiamy razamie przy nagpujacym
réwnaniu

0°u 0 2
Fv3 W =f(x,y), xyoQUOO (5.7)

-9-



u,, = 9(x.y), (xy)0Q (5.8)

Dla problemu eliptycznego — stacjonarnego, w mat&ansa rozwizanie u jest

przyblizane przez
N
u(x,y)= D ué,(x.y) (5.9)
i=1

gdzie{uj};“:l s nieznanymi wspotczynnikami ktoryebzie wyznaczony.
Podstawiajc rownanie (5.9) do rownania (5.7) i (5.8), otrzyemy

v (0%, 3% j
;[Wﬁj-kvﬁj}(x'yi)uj = f(x.y), i=12,....,NL (5.10)
> 6.06y )u; = a(x.y), i = N1+1,...,N. (5.11)

j=1

Réwnania (5.10)-(5.11) przedstawiajiktad réwna liniowych (o wymiarze N x N) z
nieznanymi Wspé’fczynnikami{uj}’i“:l. Zauwamy, ze réwnanie (5.9) daje globalne

przyblizenie rozwiazania rownania (5.1) dla kdego punktu w dziedzini@.

5.2. Zagadnienie niestacjonarne

Niestacjonarny przeptyw ciepta opisany jest @aghcym rownaniem

rézniczkowym castkowym typu parabolicznego

ou (azu 0%u
+ -

— —al — = flx,y,t,u,u,u. , x,y)J0Q O 0O% 0<t<T 12
Pl lewe ayzj (y Y y) (x,y) (5.12)

Z warunkiem brzegowymi
U,, =006y, (xy)D0Q (5.13)

n =g,(xy.t), (XYoL, (5.14)
nagz

gdzie n jest wektorem normalnym do roziemego brzegu 8Q =0Q, +0Q,.
Zagadnienie rozwane jest z nagbujacym warunkiem pocgkowym
U, =hxy), xyOe (5.15)

W problemie opisanym rownaniem (5.12) iaoly pochoda czasow zasipic
(przyblizy¢) jawnym schematem z@icowym,
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un+1_un azun+l azun+l 0o
- —a( 2y j:f(x,y,'rn,u ) (5.16)

gdziet jest krokiem czasowymi",u™" oznacza odpowiednio rozazianie w czasie,t

nét i tywsr = (n+tl) ot. Przyblizone rozwizanie dla problemu parabolicznego -
niestacjonarnego (5.12) ,(5.13) i (5.1%dbie wyraane wtedy jako

UGy ha) = D U7"8,00Y) (5.17)

gdzie{u;‘”} jN:l s nieznanymi wspotczynnikami, ktoredn wyznaczone w kadym kroku

czasowym t = 1. W pracy rozwizywane kda zagadnienia z warunkiem brzegowym
(5.13) dladQ =0Q, oraz g(x,y,t) = g,(x, y,t).

Podstawiajc rownanie (5.17) do rownania (5.12) i (5.13), wtnzjemy

N1 (0% 0% nel _

=1

(5.18)

1 n n n n H

e Oey )+ F (Xt "oy )ty )ui(xy ) 1=12.N1

N

376,06y 0™ = gk, ¥, o), i =N1+1..,N. (5.19)

=1

Réwnania (5.18) i (5.19) reprezentujniowy uklad rowna z nieznanymi wartaiami
wspotczynnikow {u}”l} J.N:l. Po rozwizaniu ukfadu (5.18)—(5.19) i wykorzystaniu
wyrazenia (5.17) otrzymujemy przybbne rozwiazanie w kadym punkcie obszar(.

5.3 Operatory rézniczkowe dla radialnych funkcji bazowych dla przypalku
stacjonarnego

5.3.1. Funkcja wielomianowa

Dla funkcji wielomianowej (ang. Multiquadric (MQYkreslonej rownaniem
¢, =¢ (r].):1/r1.2+c2 (5.20)

gdzie

r=r0y)=cx Py -y f (5.21)

otrzymujemy naspujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji wielamiae]
(5.20)

-11 -



09, _ XTX 09, _ Yy,
0X /rj +c2 oy /rj +c? 5.22)
9 _(-y Y+, 0 _(x-x )+ |
aXZ (rj +C2 )3/2 ayZ (rj +CZ )3/2
Wykorzystupc rownania (5.22) w operatorzgjLrownania (5.3) otrzymujemy
rs; =rf :()9 _Xj)2 +(yi _yj)z
N (rs. +2¢7 (5.23)
—L ———u =f(x,y), i=12,..N1
Haarp

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.20) do wyraenia (5.4) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

N
D ({rs;+cu;=g0y), i =NI+1,N1+2,..N (5.24)
j=1

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.23) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.24) do punktéw znajdgiych s¢ na brzegu. Wykorzystag
rownania (5.23) oraz (5.24) reemy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) przypmastpujaca post#:

rs, +2c°
AL](i,j) = L¢J(X’M):{W}'
i=12,...,N1

rs; +2c¢°
ALZ(i,j) :L¢j()§’>ll)={ : > /2}

I +cC

(5.25)
i=12,..,N1; j = N1+1..,N

Ay = B9, ()ﬁ’yi ) = (\/ rs; + c? )’

i=N1+1.,N;j=12,...N1

Ay iy = B, (Xi’yi): (\/ rS;; +Cz)’

I =N1+1..,N;j=N1+1..,N
Natomiast wektor wyrazow wolnych f (wygiujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis& w nasgpujacej postaci:
PO =[100,90).£06,Y2 e O V)]

(2) . (5.26)
£ =901 Ve -9 012 Yivaea )oe--- 908 Yoy )]
5.3.2 Funkcja gaussowska

Dla funkcji gaussowskiej (ang. the Gaussians (G&)slonej rownaniem
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¢ =¢l)=e"" (5.27)

gdzie

r =r(x.y)= J(X =X Fly - y,-)2 (5.28)

otrzymujemy naspujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji gauskmys
(5.27)

00

9, :—Zce'c(rs"")(xi —X-),

ox :

_j:—20e_c(rsivi) =y ),

dy =) (5.29)
0°¢, ofs,) ~s,)

—ale =—2ce "/ + 4c2e " (xi —xj),

62¢j

2

Y ~2ce ) 4 acre =)y, —y ),

Wykorzystupc rownania (5.29) w operatorzgjLrownania (5.3) otrzymujemy

i(%e_c('s"j)(c(rs,,j —1)))uj = f(x.y), 1=1,2,..N1 (5.30)

i=1

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.27) do wyraenia (5.4) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

i(e‘°(ﬁi))uj =g(xy), i=NI+1,N1+2,..N (5.31)

=

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.30) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.31) do punktéw znajdgiych s¢é na brzegu. Wykorzystag
rownania (5.30) oraz (5.31) raemy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) przypmastpujaca post#:
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rs; =1/ z()ﬁ ‘Xj)2 +(yi —y,-)2
Ay =LY, ()ﬁ’yi ) = (4ce_C(rSi'j )(C(rsi,j _1)))’

i=12,...,N1
Ay =L (%)= (4ce )(clrs, -1)))'
i=12,..,NLj = N1+1..,N (5.32)

Ay =B, (%)= (e_c(rs” )),
i =N1+1.,N;j=12..,N1
Ay =B, (X)) = ( (rs‘)),
i=N1+1..,N;j=N1+1..,N

Natomiast wektor wyrazéw wolnych f (wygtujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis@ w nastpujacej postaci:

FO = [106,9),006.Ys oo T2 Yn2 )]

(2) . (5.33)
£ = {90111 Yn101) 9oz Yiaez Do 90 Y )]
5.3.3 Funkcja poliharmoniczna

Dla poliharmonicznych funkcji sklejanych (ang. f@yharmonic splines)
okreslonych réwnaniem

#(r)=r*"logr (5.34)

gdzie

r=rxy)= J(x =X )2+(y -y,-)2 (5.35)

otrzymujemy nasgpujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji
poliharmonicznej (5.34)

rs; :rjz :()9 _Xj)2+(yi _Yj)z

s -x Yo ) iogrs, ),

% :(rsi,j )(”'1) (yi -y, )(1+ nlogrs; )

(232)(¢2j =4n(xi X )Z(rSI,J )(H) '{_ 2()(?3_ 3(21 )2 + r;’j J(rsl,j )n + (5.36)
(4(n—1)n(>g - X, )z(rs,,J - )+2n(rs Jo- )Iog(ﬂ)

0°¢; _ nl_(y |)+ 2

=) - ] 4n( She

(Zn(rs,’j )(”"1) +4(n-1)n (y

) ol s, ),
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Wykorzystupc rownania (5.36) w operatorzgjLrownania (5.3) otrzymujemy

3 (enfrs, )" (2 + nlogrs, JJu, = fix.y), i=12,..N1 (5.37)

j=1

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.34) do wyraenia (5.4) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

N
Srs, lod 1S, Ju, =gGy),  1=NI+LNL+2,.. N (5.38)
e

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.37) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.38) do punktéw znajdgych s¢ na brzegu. Wykorzystag
réwnania (5.37) oraz (5.38) memy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) przyjnmastpujaca posta:

Ayip = L¢j ()ﬁ , yi): (Zn(rsu,j )(n—l)(2+ nlog IS ))’
i=12,...,N1

Asiiy = L¢j ()ﬁ , yi): (Zn(rsu. )(n_l)(z"' nlog IS, ))'
i=12,...,N1;j=N1+1..,N

Ay ) = BY; ()Q’Yi): (rsl,j )Iog(\/a)a
i=N1+1..,N;j=12,...,N1

Ay iy = B9, ()Q’Yi): (rsi,j)log(\/a)a

I =N1+1..,N;j=N1+1.,N

(5.39)

Natomiast wektor wyrazéw wolnych f (wygtujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis@ w nastpujacej postaci:

ISR L CBARCAA N CHRAN |

(5.40)
LA [T SARVATIID e NN NN VA

5.4 Operatory rézniczkowe dla radialnych funkcji bazowych dla przypalku
niestacjonarnego

5.4.1 Funkcja wielomianowa

Dla funkcji wielomianowej (ang. Multiquadric (MQYkreslonej rownaniem
$,=¢ (1)=\r7 +¢ (5.41)
gdzie
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r=roy=4x -x f+ly -y, (5.42)

otrzymujemy naspujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji wielamiae]
(5.43)

09, _ XTX 09, _ Yy,

16)4 \/rj +c2 oy \/rj +c? 5.43)
09, _(y-y, P+’ 9% (x-x)+c |
a2 - (rj +Cz)3/2 ayz - (rj +C2)3/2

W roéwnaniu (5.18) w miejsce drugich pochodnych padtgamy wyraenia (5.43) oraz w
miejscep; wstawiamy rownanie (5.41) i otrzymujemy

rs; =1/ z()ﬁ _Xi)2+(yi —y,-)2
s, +2c°

[ 1 1 L on
Z(g rS.,J- +C2 _O{WJJUJ- l—gu (X,M)+ f(X,M,tn), (544)

=1

i=12,..,N1

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.41) do wyragenia (5.19) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

N
Z( Irs, +c? )u;"'1 = g()g,yi ,tn+1), i=N1+1...,N (5.45)
i1

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.44) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.45) do punktéw znajdgych s¢ na brzegu. Wykorzystag
réwnania (5.44) oraz (5.45) memy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) rzypmastpujaca postéa:

(1 5 s, +2c°
All(i,J') - g rs; +¢ —a (rj +C2)3/2 '

1=212,...,N1

o [ st
AlZ(i,j) _{E rs; +¢ _O{(I’j _J'_C2)3/2J]’
i=12...,N1;j =N1+1.,N

Aoy = (\/W )

i=N1+1..,N;j=12,...,N1

Poaijy = (\/ rs,; +¢° )

i =N1+1.,N;j=N1+1..,N

(5.46)

Natomiast wektor wyrazéw wolnych f (wygtujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis@ w nastpujacej postaci:
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£ = [10¢,Y0),F06Y5 )reee F 1Y)

(5.47)
] [T SARVATIID e NN NN TN

5.4.2 Funkcja gaussowska
Dla funkcji gaussowskiej (ang. the Gaussians (G&)slonej rownaniem

6, =0()=e" (5.48)

gdzie

r=rxy)= J(X =X )2 + (y - y,-)2 (5.49)

otrzymujemy naspujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji gauskimys
(5.50)

P, —(rs,))
—=-2ce "X —X. |,

ax ( 1 ] )
0.

¢] —_ 2ce_c(rsi'j) (yl _ y ),

ay . (5.50)
0°¢, ofs,) ~s,)
—ale =—2ce "/ + 4c2e " (xi —xj),
0°g, (s, ) ~ofss, )

6y2] =-2ce "™ +4c?e™ (yi _yi)’

W rownaniu (5.18) w miejsce drugich pochodnych padgmy wyraenia (5.50) oraz w
miejscep; wstawiamy réwnanie (5.48) i otrzymujemy

Z(é—lt (e_°(rs"j ))— oc(4ce_°('s“j ) (c(rshj —1)))ju;”1 =
o (5.51)
5—1tU”(>s,yi)+ %yt i=12,..N1

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.48) do wyraenia (5.19) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

z(e-C(rS,j))u?ﬂ = g(x, Y. t...), i =N1+1,...,N (5.52)

j=1

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.51) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.52) do punktéw znajdgych s¢ na brzegu. Wykorzystag
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rownania (5.51) oraz (5.52) memy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) przyjrmastpujaca posta:

s, = rj2 = (Xi —X; )2 + (yi Y )2
Ay = [5_1t (e_C(rSi'j ))_ OC(A'Ce_C(rSi'i )(C(rsi,j _1)))j

Ay = [5_1t (‘E_C(rSi'j ))_ ‘)‘(Afce_c(mi'j )(C(rsl,j - 1)))j
i=12,..,NLj=N1+L. N

) =(e C(rS"'))'

i =N1+1..,N;j=212...,N1
L =(eete)

Aoy =8 ’

i =N1+1..,N;j=N1+1..,N

(5.53)

Natomiast wektor wyrazéw wolnych f (wygtujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis@ w nastpujacej postaci:

ISR CBARCHA N CHRAN |

2) . (5.54)
£ =[g00101Yinaen 19 Czeo Yivsea )oe--- 904 Yoy )]
5.4.3 Funkcja poliharmoniczne

Dla poliharmonicznych funkcji sklejanych (ang. fi@yharmonic splinem)
okreslonych réwnaniem

#(r) =r*logr (5.55)

gdzie

r=rxy)= J(x =X )2 + (y - y,-)2 (5.56)

otrzymujemy naspujace wyraenia na pierwsze i drugie pochodne funkcji
poliharmonicznej (5.57)
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s, =1/ = (Xi — X )2 +(yi ~Y; )2

%~ = )os, )i, )

% Z(FSi,,- )(n—l) (yi -y, )(1+ nlogrs; ),

oy
62¢j _ - _ 2(Xi —X )2 1 n

nx - f(rs, +( o J(rs.,j) ' (5.57)
x =, s,

. )(n 2)
ox
(4(n -1 n( )(H) + 2n(rsi’j )(”_1))Iog(\/a),
R )Z}Hm( -y s,
(v -y )Iog(\/ﬁ )

(Zn(rs,I Y+ 4(n-1)n
W roéwnaniu (5.18) w miejsce drugich pochodnych padtgamy wyraenia (5.57) oraz w
miejscep; wstawiamy rownanie (5.55) i otrzymujemy

=4
)

N

Z(a—i(rshj IOg(\/E ))_O‘(Zn(rsl,j )( )(2+nlogrs ))j Ml =

=1

(5.58)

SU O+ () 1=12..,N1

Natomiast wstawiag wyrazenia (5.55) do wyragenia (5.19) w miejsce operatora
rézniczkowego otrzymujemy

i(fsu 'Og(ﬁ )) = g%, Vi) i =N1+1...,N (5.59)

=1

Nalezy tutaj zauway¢ ze wyraenie (5.58) odnosi sido punktow wewetrznych,
natomiast wyraenie (5.59) do punktéw znajdgiych s¢ na brzegu. Wykorzystag
réwnania (5.58) oraz (5.59) memy stworzy uktad (5.5). Kolejne elementy podmacierzy
macierzy A (wystpujacej po lewej stronie uktadu) przyjrmastpujaca posta:
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Ay = (53 rs, log F ))—oc(Zn(rsi’j )(”’1)(2+ nlogrs, ))j

i=12,...N1
Az j) = (5_1t (rsu' '09(\/a ))_ a(Zn(rs,,j e+ nlogrs; ))j
i=12,...,N1;j = N1+1,..,N (5.60)

Ao iy :(rsl,J)log(\/E)’
i =N1+1..,N;j=12...,.N1

Poi i) = (rsf.,j)log(ﬁ)’

I =N1+1..,N;j=N1+1..,N

Natomiast wektor wyrazow wolnych f (wygiujacy po prawej stronie uktadu) memy
zapis& w nasgpujacej postaci:

FO = [106,9),006.Ys oo T2 Yn2 )]

(2) . (5.61)
f = [g(XN1+1’yN1+1)’g(XN1+2’yN1+2 )”9()% ’yN )]
Jak mana zauway¢ powyzej, Iimplementacja metody Kansa jest
nieskomplikowana. To asgtdbwne zalety ze ta technika staje giopularna i zostata
zastosowana w wielu dziedzinach nauki, w ktérycdwigka g opisywane cgstkowymi
rownaniami raniczkowymi. Jakkolwiek dowod rozeaywalnasci dla liniowego systemu
wynikajacego z metody jest nadal niepotwierdzony, naweelidycznego problemu.
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6. Narzedzie programistyczne - Scilab

Scilab [10] jest odpowiednikiem pakietu naukowegatlélb. Wyposzony jest w
setki gotowych funkcji do operacji algebraicznyechzwiazywania rowna liniowych i
nieliniowych, grafiki dwu- i trojwymiarowej oraz wie innych. Zostal opracowany w
INRIA (Institut National de Recherche en Informaiéget en Automatique) we Francji,
dostpny jest od 1994 roku. Nalg do programéw rodziny CAS (Computer Algebra
Systems), wspomaggajych obliczenia naukowe. Chgest opatrzony licengjGPL, Scilab
W niczym nie usfpuje - a cgsto przewysza - oprogramowanie komercyjne [10].
Szczegotowy opisrodowiska dosipny jest w bogatej literaturze deghej w internecie,
jak chaby na stronie producenta Scilaba [11].

B T |_]
h - .,E._Ea o / SciPad - E:/MOJEDO-1/FILE-S~-1/GOTOWE~1/MQ_fun.sce
il 2zl File Edit Search MWindows Options Execute  Help
i
@@ SIATKA PUNKT O wey=uHyu 3 FEL gny _‘J
- = end Ca
' I
T
13 endfunction
1.4
CERRERRESRRE i
0.8 X K KRR K KR X KK " | /7 Elx,¥)=i.. right sight
07 :2 : : : : : : : : : : 2: A4 (M, ¥)=gix,¥)=... boumdary Dirichlet nad exact result
LI { ]
0.5 :: S :: function wmm=fxylix, ¥}
# kX X X X X XX K x X 4 T !
0.3 NN NN N N KN NN . =13, 0% exp (-2, 0%+3.0%y)
$%0X KK NN NN N K H N + endfunction
04 XX XK XXX XXX KX X *
& R R EREERREEE s L e
hrm=exp (-2, 0Fx43. 0%y)
03 endfunction
0.5

05 02 04 04 02 06 07 09 14 13 15 function wm=exactuxyl (x,¥)
hrym=exp (-2, 0%x+3. 0%y
endfunction

1 ; 3

Line:1 Column:1 |

normerr =

0.0008340
uynnor2 =

8.8159235
wynnorld =

0.08820409
nagerri =

0.0024u504
testresxyl =

* a. 1. 8. - 0.0008340 *

L Y =
Q’-{,i I 2% 104

Rys1.Interface programu SciLab w czasie wykonywar@ggramu.

Podstawowym obiektem ¢yka jest macierz. M@ to sprawd klopot
pocatkujacemu uytkownikowi, ale dz¢ki temu przy odpowiednim zaplanowaniu
struktury skryptu unikamy stosowania wielu zmierimyskalarnych i zapewniany
zwigztos¢ zapisu. Skalar leksykalnie rma traktowd jako macierz posiadgia jeden
wiersz i jeda kolumrg. W porownaniu z typowymi ¢gykami programowania
stosowanymi w obliczeniach (np. Fortran, C), nas¥aba znajomi sktadni wystarcza do
rozwiazywania praktycznych problemow. Naje pametat, ze wielkas¢ liter ma
znaczenie. a i A to dwie zde zmienne.

Komentarze w programie majktadne zapayczora z jczyka programowania
C++, czyli kada linijka poprzedzona znakarih jest ignorowana. Statod zmiennej
najtatwiej odr@ni¢ po procencie poprzedaaym nazw, np. %pi, %e - stala Eulera,
podstawa logarytmu naturalned@®j - jednostka urojona, czyli pierwiastek kwadratozvy
-1; %t, %f - prawda i falsz logiczny%inf to oznaczenie nieskozondci; %nan -
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wyrazenie nieoznaczone. Istniejeztstala %eps okreslajaca precyz obliczer; jest to
najwicksza liczba, ktora spetnia rownarie%eps=1 Zmienne w programie nie musz
by¢ deklarowane przedzyciem, jak ma to miejsce w innyckzykach programowania.
Dla przyktadu Al=[1, 2, 3, 4] lub A2=[1 2 3 4] defuje nam czteroelementowy wektor
wierszowy, a A3=[1; 2 3; 4] definiuje nam czteroantowy wektor kolumnowy.
Transpozycja (zamiana wierszy na kolumny) takiegektara jest prosta - wystarczy
apostrof po nazwie zmiennej: A1’. Macierz tworzymyodobny sposob, np. B=[1, -2 ; 1,
3] (gdzie ,srednik” oddziela poszczegollne wiersze macierzy repnek” poszczegoélne
wyrazy w wierszu). Srednik” ma take inne zadanie - oddziela poszczegolne instrukcje.
Odwrocenie macierzy B miemy uzyské dzigki procedurze funkcyjnejnv. Macierz C
bedzie macierz odwrotra macierzy B po wykonaniu poleceniz=inv(B). Wyznacznik
takiej macierzy te mazemy otrzymé od razu:det(C). Wymiar zmiennej rozszerzagsi
automatycznie, polecenie D(3,3)=2; powoduje powstanacierzy o 3 wierszach i 3
kolumnach z okrdonym elementem D(3,3) rownym 2. Pozostale elemtjtynacierzy s
zerowe. Srednik na kdcu instrukcji zapobiega wwietleniu wart@ci zmiennej.
Rozszerzenia wymiaréw struktury vma dokona dzigki kolejnemu podstawieniu
nieistniepce elementu D(4,4)=3. Po kilku takich podstawienigadno zapamtacé, jakie

sa aktualne wymiary macierzy; do akcji wkracza wtetlynkcja size np. [wiersz,
kolumna]=size(D) Zwraca ona dwie liczby catkowite; dla zmienneglsknej kolumny i
wiersze g rowne jednéci. Przy wkkszych wymiarach macierzy trudno wprowadzi
wartasci wszystkich elementéw w sposob jawny. Macierznpstkovs (tylko elementy
diagonalne rowne jeddoi, reszta zerowa) o wymiarach 100x100 tworzy zapis
DUZA MACIERZ=eyg100,100); macierz zimnq za samych zerzeroe$100,100);
wszystkie elementy rowne jeditd oneg100,100). W bardziej skomplikowanych
przypadkach migemy wykorzystd podstawienie w miejsce elementu macierzy innej
macierzy, a nie liczby. Funkcjanatrix modyfikuje macierz podanjako pierwszy
argument i tworzy z niej macierz o wymiarach poddmgrzez nagpne dwa argumenty.

Oprocz dziata na macierzach, ntemy wykonywa instrukcje na ich elementach.
Uzywamy woéwczas operatoréw poprzedzonych keopk=E."2 podniesie wszystkie
elementy macierzy do kwadratu,$zaapis F=E"2 lub F=E*E spowoduje wykonanie
mnazenia macierzowego wedtug regut algebraicznyclielleargumentem funkcji jest
macierz, to rezultatem ¢bzie zmienna macierzowa ng==cos(E) Operator” to
oczywiscie potgowanie. Funkcja inv(A) oblicza macierz odwrptio macierzy x. Scilab
jest w stanie poradzisobie z wymiarami macierzy ¢au tyskcy. Po ostatniej instrukcji
brak przecinka, dzki czemu program wavietli wartos¢ zmiennej.

Mozemy rownie kazde rozwazanie przedstawiza pomog wykresu dwu- lub
trojwymiarowego. St do tego poleceniplot2d i plot3d. Kazdy wykres pojawia giw
oddzielnym okienku, co pozwala obserw@wazwiazania dla wielu punktéw i funkciji.
Kazde okienko ména wzbogadi o opisy osi wspoétrainych, komentarzy wiasnych jak i
wiele innych rzeczy.

Podczas tworzenia kolejnych zmiennychzeaabraka¢ pameci. S dwa sposoby
rozwiazania takiego problemu: zgkiszenie dospnej przestrzeni instrukgjstacksizelub
usungcie niepotrzebnych zmiennych. diodostpnej pamici zalezy od wolnej pamici
systemowej i przestrzeni wymiany. Wszystkie (niecione) zmienne nemy usuné
polecenienctlear. J&li chcemy usuaé jedynie zmiena a, wystarczy zapislear a. Istnieje
tez mozliwo$¢ ustalenia swoich predefiniowanych zmiennych wplikcilab. Zostanone
automatycznie datzone do srodowiska po ponownym uruchomieniu programu.
Jeili wykonanie procedury obliczeniowej al@ sk niemaliwe, to powstaje sytuacja
wyjatkowa; na szcgcie funkcjaieee(tryb) reguluje zachowanigrodowiska w takich
warunkach.

Istnieje maliwos¢ kompilowania wiasnych funkcji. Shy do tego polecenie
comp(funkcja). Kompilowane i interpretowane funkcje niczymg sie r&nia, ale zwykle
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te pierwsze dziatajszybciej. Funkcje dostarczone ze standardowyntiobéixami Scilaba
sa skompilowane. Polecengetf(‘funkcje’) taduje wszystkie zdefiniowane tam funkcje, a
nastpnie je kompiluje. Poréwnanie szybko dwoch funkcji - interpretowanej i
kompilowanej - mana przeprowadziza pomog funkcji timer(), ktora wywietla czas,
jaki minat od poprzedniego wywotania.

Dluzsze programy powinny ldyzapisywane w plikach zewtiznych, co pozwala
na ich rozwijanie i testowanie. Poleceregec('test.sci',tryb) dolacza do srodowiska
programu instrukcje zawarte w pliku test.scklijeéryb=0, to wywietlone zostas tylko
wyniki dziatania (dom$inie), a jéli tryb=1, to wyswietlone zostasm rowniez wykonywane
instrukcje. Standardowym rozszerzeniem takich plikjiest sci. Dla zapominalskich
tworcy pozostawili jeszcze jedna fugtk- mazliwo$é zapisu sesji interaktywnej:
diary('plik’) rozpoczyna zapis wszystkich wpisanych poteceeh wyniki. Jgli chcemy
zakaiczy¢ sesg, wystarczy wpisa diary(0). Powstaty w ten sposéb plik tekstowy
maozemy analizowaw dowolnym edytorze

Dobrze skonstruowany system pomocy w tak obszegggramie jest nieziolny.
Tutaj dokumentacja w formacie Adobe Acrobat liconad 600 stron [2]. Tworcy pakietu
nie zapomnieli o zytkownikach. J&i mamy problem ze znalezieniem skiadni danej
funkcji, wystarczy wpisa w wierszu poleag help nazwa_funkgjijesli interesup nas
informacje dotycace np. operacji wielomianowych, wystarcapropos poly. W fatwy
spos6b mgna dowiedzié sie, jakie zmienne zostaly dotychczas stworzone - parstwy
who. Dodatkows otrzymamn informach jest ilaé¢ dostpnej i zagtej pameci. Liste
podstawowych instrukcjegyka otrzymamy za pomae@oleceniavhat.

Badania naukoweaszgsto niedofinansowane, a jednogzie ragsnie zastosowanie
metod obliczeniowych w chemii, fizyce, biologii, ule@ch technicznych czy informatyce.
Wszdzie tam Scilab - w patzeniu z Linuksem - m@ skt okaz& wrecz nieodzowny. | to
nie tylko ze wzgidu na darmowy charakter, ale takna wiellq site drzemaca w tym
programie i jego wysakelastycznéc.

6.1 Przykiady wykorzystania Scilaba do oblicz# i wizualizacji wynikow

Przyktad 1

Najprostszym zastosowaniem operacji macierzowyesh jezwazywanie ukfadu
rownai liniowych, np. 2x+y+3z=9 x-2y+z=-2 3x+2y+2z=7.
W Scilabie zadanie to realizuje ngstjacy fragment programu (kodu)

->A=1[213;1-21;322];
->B=[9 -2 7]’;

-->X=A\B;

-->x=inv(A)*B

X =

I-1.1

2.1

I 3.

W tabelce umieszczono polecenia jak i otrzymaneikiymogramu.
Przykfad 2

Rozwigzanie macierzy i rine sposoby jej zapisania

-->A=[1 2;3 4];
-->B=[5 6;7 8];
-->C=[9 10;11 12];
-->D=[A,B,C];
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-->E=matrix(D,3,4)

E =

1. 4. 6. 11.!

3. 5 8 10.!

2 7. 9. 12!

-->F=eye(E)

F =

1. 0. 0. 0.!

0. 1. 0. 0.!

0. 0. 1. 0.!

-->G=eye(4,3)

G =

1. 0. 0.!

0. 1. 0.!

0. 0 1.!

0. 0. 0.!

-->H=0nes(4,4)

H =

r11. 1. 1!

i 1. 1. 1.!

r11. 1. 1!

i 1. 1. 1.!

-->|=zeros(4,4)

| =

0. 0. 0. 0.!

0. 0. 0. 0.!

0. 0. 0. 0.!

0. 0. 0. 0.!

Przyktad 3
Zastosowanie wizualizacji w Scilabie

Plot2d

Rozwhzanie funkcji ct=cos(2*pi*t) z krokiem czasowym t86 w przedziale
(0,1). W Scilabie zadanie to realizuje r@siacy fragment kodu:

-->t=(0:0.05:1);

-->Ct=c0os(2*%pi*t);

-->plot(t,ct);
-->xset("font",5,4);xset("thickness",3);
-->plot(t,ct, Time’,’Cosine’,'Simple Plot’)
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Pofaczenie plot2d i plot3d

-->r=(%pi):-0.01:0;x=r.*cos(10*r);y=r.*sin(10*r),
--> function z=surf(x,y),

--> z=sin(x)*cos(y);

--> endfunction

-->t=%pi*(-10:10)/10;
-->plot3d(t,t,surf,theta=35,alpha=45,leg="X@Y @Z'gti=[-3,2,3));
-->z=sin(x).*cos(y);

-->[x1,yl]=geom3d(x,y,z);
-->xpoly(x1,y1,"lines");
-->[x1,y1]=geom3d([0,0],[0,0],[5,0]);
-->xsegs(x1,yl);

-->xstring(x1(1),y1(1));

Przykiad 4
Rozwigzanie liniowego ukfadu réwmaA*x+b=0

-->A=rand(5,3)*rand(3,8);
-->b=A*ones(8,1);[x,kerA]=linsolve(A,b);A*x+b /lempatible b
ans =
1.0D-14 *
1-0.1776357 !
I'-0.0444089 !
1-0.1776357 !
1-0.0888178 !
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l-0.3552714 !

-->p=0ones(5,1);[x,kerA]=linsolve(A,b);A*x+b //urampatible b
ans =

1!
1!
1!
1!
1!
-->A=rand(5,5);[x,kerA]=linsolve(A,b), -inv(A)*b /k is uniquey
X =

l-2.4905817 !

I 2.0896496 !

l-3.2911329!

I 1.7180914 !

1-0.3848339 !

ans =

l-2.4905817 !

I 2.0896496 !

l-3.2911329!

I 1.7180914 !

1'-0.3848339 !
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7. Wyniki numeryczne

W rozdziale tym przedstawionea swyniki symulacji dla stacjonarnego i
niestacjonarnego przeptywu ciepta bezsiatkanetod, Kansa w obszarach o regularnym
lub nieregularnym brzegu. Meteth zaimplementowano wrodowisku programistycznym
Scilab. W pracy badano zagadnienie przeptywu cieptearunkiem Dirichleta na catym
brzegu rozwzanego obszaru.

7.1 Zagadnienie stacjonarne na obszarze regularnym

Przy rozwiazywaniu numerycznym wykorzystany nasg¢pujaca funkcje
f(x y)=8x(x-1)+8y(y-1) (7.1)

oraz rozwazanie na brzegu i rozazanie doktadne

u(x, y) = g(x,y) = 4xy{1-x)(1- y) (7.2)

Catkowita liczba punktow N=N2*N2+4(mc+1)

gdzie

N2 — liczba punktow w jednym kierunku

mc — liczba punktéw na jednym brzegu siatki

¢, m — parametry RFB (ustalane przeygtkownika)

normerr — najwikszy bhd rozwihzania

maxerr — ranica rozwizania przybttonego i rozwizania doktadnego

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwiazania zagadnienie (5.7) z warunkami (5.8) z
funkcjami (7.1) i (7.2) z wykorzystaniem funkcji @dmianowej opisanej rOwnaniem
(5.20). Tabela 7.1, 7.2, 7.3 1 7.4 przedstagvigleznos¢ biedu rozwizania od parametru ¢
RFB oraz liczby punktow. Zagadnienie rozmano z catkowif liczba punktéw: N=64
(wyniki Tabela 7.1), N=92 (wyniki Tabela 7.2), N=L4wyniki Tabela 7.3), N=196
(wyniki Tabela 7.4).Rysunek 7.1, 7.3, 7.5, 7.przedstawiazalenosci bledu maxerr od
parametru c dla poszczegolnych przypadkow. Rysur2k7.4, 7.6, 7.8 przedstawia rozktad:dot
maxerr na powierzchni siatki.

Tabela 7.1. Zal;oi¢ bledu rozwizania od parametru ¢ RFB i liczby punktow dla N2=@c

N2 Mc C normerr maxerr
6 6 0,1 1.954D-14 0.0113854
6 6 0,2 6.128D-14 0.0078524
6 6 0,3 2.003D-13 0.0056913
6 6 0,4 0.0009811 0.0033898
6 6 0,5 0.0006404 0.0022682
6 6 0,6 0.0033712 0.0033712
6 6 0,7 0.0028549 0.0028549
6 6 0,8 0.0024096 0.0024096
6 6 0,9 0.0020307 0.0020307
6 6 1 0.0399939 0.0013934
6 6 1,1 0.0282471 0.0007394
6 6 1,2 0.0200686 0.0004183
6 6 1,3 0.0630776 0.0434110
6 6 1,4 0.1722337 0.1090923
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Rysunek 7.1. Wykres zaleosci bigdu maxerr od parametru c

Rysunek 7.2. Rozktad &du na powierzchni siatki dla c=1.1

Tabela 7.2. Zalmos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2n&=6.

N2 Mc C normerr maxerr

8 6 0,1 2.309D-14 0.0031653
8 6 0,2 1.013D-13 0.0036745
8 6 0,3 0.0008561 0.0017085
8 6 0,4 0.0044267 0.0045356
8 6 0,5 0.0042235 0.0044080
8 6 0,6 0.0109015 0.0030065
8 6 0,7 0.0402305 0.0050632
8 6 0,8 0.0278450 0.0010585
8 6 0,9 0.1071260 0.0298263
8 6 1 0.0752494 0.0108244
8 6 1,1 0.0560154 0.0071234
8 6 1,2 0.1342690 0.1342690
8 6 1,3 0.1544249 0.1544249
8 6 1,4 0.0835125 0.0660098
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Rysunek 7.3. Wykres zaleosci bledu maxerr od parametru ¢

Rysunek 7.4. Rozktad &du na powierzchni siatki dla ¢c=0.8

Tabela 7.3. Zalanos¢ bledu rozwizania od parametru ¢ RBF i

liczby punktow dla N2a&=6.

N2 Mc C normerr maxerr

10 10 0,1 7.505D-14 0.0032010
10 10 0,2 0.0006849 0.0016444
10 10 0,3 0.0054937 0.0054937
10 10 0,4 0.0047114 0.0047114
10 10 0,5 0.0477500 0.0032516
10 10 0,6 0.1072362 0.0137734
10 10 0,7 0.0771653 0.0077284
10 10 0,8 0.1959317 0.0809233
10 10 0,9 0.1370268 0.0299398
10 10 1 0.1071163 0.0212022
10 10 11 0.1261928 0.1261928
10 10 1,2 0.1359728 0.1359728
10 10 13 0.1517363 0.1517363
10 10 14 0.0947993 0.0694404

-29.-




0,16
0,14
0,12
0,1
0,08
0,06
0,04
0,02
0

maxerr

biad

é\

o

T
=
o

o
N
(=)

T
«
o

T
<
o

T T T T

w o ~ x

o o o o
parametr ¢

Rysunek 7.5. Wykres zaleosci biedu maxerr od parametru c

16e-4

Rysunek 7.6. Rozktad &du na powierzchni siatki dla ¢=0.2

Tabela 7.4. Zalsoi¢ bledu rozwizania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2=f2.

N2 Mc Cc normerr maxerr

12 12 0,1 0.0008587 0.0023637
12 12 0,2 0.0015625 0.0015625
12 12 0,3 0.0057057 0.0057057
12 12 0,4 0.0312496 0.0025819
12 12 0,5 0.0733099 0.0075379
12 12 0,6 0.1173891 0.0279423
12 12 0,7 0.1205092 0.0100331
12 12 0,8 0.1354752 0.0684905
12 12 0,9 0.1457487 0.0404504
12 12 1 0.1170806 0.0306827
12 12 11 0.1247097 0.1247097
12 12 1,2 0.1320063 0.1320063
12 12 1,3 0.1234728 0.0733341
12 12 1,4 0.1017681 0.0716369
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Rysunek 7.7. Wykres zaleosci bledu maxerr od parametru ¢

Rysunek 7.8. Rozktad ¢du na powierzchni siatki dla c=0.2

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwigzania zagadnienie (5.7) z warunkami
(5.8) z funkcjami (7.1) i (7.2) z wykorzystaniermigji gaussowskiej opisanej réwnaniem
(5.27). Tabela 7.5, 7.6, 7.7, 7.8 przedstawialeznos¢ biedu rozwhzania od parametru c
RFB oraz liczby punktow. Zagadnienie rozmano z catkowif liczba punktéw: N=64
(wyniki Tabela 7.5), N=92 (wyniki Tabela 7.6), N=L4wyniki Tabela 7.7), N=196
(wyniki Tabela 7.8).Rysunek 7.9, 7.11, 7.13, 7.Y5zedstawiazaleznosci btedu maxerr od
parametru ¢ dla poszczegdlnych. Rysunek 7.10, 7.12, 7.16 przedstawia rozktactti maxerr
na powierzchni siatki.

Tabela 7.5. Zalsos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2=@c

N2 Mc Rysunek normerr maxerr

6 6 0,1 0.0624322 0.0299667
6 6 0,2 0.1097560 0.0394721
6 6 0,3 0.0073266 0.0017957
6 6 0,4 0.0124937 0.0037399
6 6 0,5 0.0186152 0.0063310
6 6 0,6 0.0255010 0.0093753
6 6 0,7 0.0330511 0.0126337
6 6 0,8 0.0412764 0.0158445
6 6 0,9 0.0503270 0.0187168
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6 6 1 0.0460284 0.0147812
6 6 1,1 0.0556963 0.0171457
6 6 1,2 0.0033715 0.0001615
6 6 1,3 0.0041670 0.0001705
6 6 1,4 0.0050601 0.0001784
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Rysunek 7.9. Wykres zaleosci bledu maxerr od parametru ¢

16e-8

Rysunek 7.10. Rozktaddmu na powierzchni siatki dla c=1.2

Tabela 7.6. Zalsoi¢ bledu rozwizania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2#a&=6.

N2 Mc Cc normerr maxerr

8 6 0,1 0.0885048 0.0331027
8 6 0,2 0.1554137 0.0419937
8 6 0,3 0.1390229 0.1390229
8 6 0,4 0.0171146 0.0095818
8 6 0,5 0.0240087 0.0145530
8 6 0,6 0.0312953 0.0197019
8 6 0,7 0.0389409 0.0247280
8 6 0,8 0.0470244 0.0294032
8 6 0,9 0.0557661 0.0335018
8 6 1 0.1299819 0.0649190
8 6 11 0.1727019 0.0811124
8 6 1,2 0.2202545 0.0931086
8 6 13 0.0096565 0.0004508
8 6 1,4 0.0117903 0.0005303
8 6 2.0 0.0301723 0.0007251
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Rysunek 7.11. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢

Rysunek 7.12. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla c=1.3

Tabela 7.7. Zalsos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2=i1Q.

N2 Mc C normerr maxerr

10 10 0,1 1.097D-01 0.0333188
10 10 0,2 0.1923644 0.0428996
10 10 0,3 0.1450778 0.1450778
10 10 0,4 0.0182454 0.0106498
10 10 0,5 0.0257229 0.0161441
10 10 0,6 0.0336331 0.0217797
10 10 0,7 0.0419321 0.0272646
10 10 0,8 0.0506814 0.0323865
10 10 0,9 0.0600859 0.0369325
10 10 1 0.0706080 0.0406094
10 10 1,1 0.3543684 0.1587807
10 10 1,2 0.4713807 0.1901072
10 10 1,3 0.5686181 0.1956861
10 10 1,4 0.0142684 0.0009720
10 10 1,5 0.0173137 0.0011406
10 10 1,6 0.0207284 0.0013036
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Rysunek 7.13. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢

Rysunek 7.14. Rozktaddmtu na powierzchni siatki dla c=1.5

Tabela 7.8. Zalsos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktéw dla N2=4P.

N2 Mc C normerr maxerr

12 12 0,1 0.1239573 0.0348731
12 12 0,2 0.2171956 0.0444146
12 12 0,3 0.1455295 0.1455295
12 12 0,4 0.0185781 0.0130766
12 12 0,5 0.0258792 0.0191534
12 12 0,6 0.0335727 0.0251949
12 12 0,7 0.0416201 0.0309773
12 12 0,8 0.0500576 0.0363442
12 12 0,9 0.0590462 0.0411223
12 12 1 0.0689913 0.0450460
12 12 1,1 0.9015030 0.4537807
12 12 1,2 1.3307635 0.6036837
12 12 1,3 1.4894106 0.5776975
12 12 1,4 1.5230091 0.4693389
12 12 2.0 0.0470259 0.0022409
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Rysunek 7.15. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢

Rysunek 7.16. Rozkladdatu na powierzchni siatki dla c=2.0

W tej cz$ci przedstawioneaswyniki rozwiagzania zagadnienie (5.7) z warunkami
(5.8) z funkcjami (7.1) i (7.2) z wykorzystaniemnigji poliharmoniczne opisanej
rownaniem (5.34). Tabela 7.9, 7.10, 7.11, 7.12 geteviaj zaleznos¢ bledu rozwihzania
od parametru ¢ RFB oraz liczby punktow. Zagadnigo®wiazano z catkowi liczba
punktow: N=64 (wyniki Tabela 7.9), N=92 (wyniki Tala 7.10), N=144 (wyniki Tabela
7.11), N=196 (wyniki Tabela 7.12Rysunek 7.17, 7.19, 7.21, 7.28zedstawiazaleznosci
btedu maxerr od parametru ¢ dla poszczegoélnych. Rysun#8, 7.20, 7.22, 7.24 przedstawia
rozktad bkdu maxerr na powierzchni siatki.

Tabela 7.9. Zalsoi¢ bledu rozwizania od parametru m RBF i liczby punktow dla N2=@c

N2 Mc m normerr maxerr

6 6 0,1 3.508D-14 0.9130592
6 6 0,2 2.442D-14 1.0056973
6 6 0,3 2.842D-14 3.106756
6 6 0,4 3.073D-13 5.2541275
6 6 0,5 2.576D-14 0.7425793
6 6 0,6 6.617D-14 0.6961774
6 6 0,7 5.809D-13 3.4970123
6 6 0,8 2.802D-13 1.5891566
6 6 0,9 6.617D-14 1.0292578
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6 6 1 6.306D-14 0.7407603

6 6 1,1 2.753D-14 0.5174409

6 6 1,2 9.059D-14 0.6244887

6 6 1,3 7.150D-14 0.3516181

6 6 1,4 3.686D-14 0.3247153

6 6 1.8 0.0006767 0.2479517
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Rysunek 7.17. Wykres zadeosci bledu maxerr od parametru m

Rysunek 7.18. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla c=1.8

Tabela 7.10. Zalano$¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktow dla N2n&=6.

N2 Mc M normerr maxerr

8 6 0,1 6.595D-14 1.275659
8 6 0,2 7.905D-14 3.6991527
8 6 0,3 1.599D-14 1.0212842
8 6 0,4 1.359D-13 2.2323971
8 6 0,5 1.785D-13 0.8157260
8 6 0,6 9.059D-14 0.1106109
8 6 0,7 4.210D-13 0.6877060
8 6 0,8 5.080D-13 0.3040188
8 6 0,9 6.972D-14 0.0989413
8 6 1 5.596D-14 0.0805305
8 6 11 3.268D-13 0.2654541
8 6 1,2 1.439D-13 1.0938176
8 6 1,3 6.040D-14 0.3671871
8 6 1,4 6.661D-14 0.3357572
8 6 2.0 0.0004727 0.2867172
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Rysunek 7.19. Wykres zateosci bigdu maxerr od parametru m

0.3
7 -0.03
-0.09

Rysunek 7.20. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla c=1.0

Tabela 7.11. Zalano$¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktow dla N2=f1g.

N2 Mc m normerr maxerr

10 10 0,1 2.998D-13 0.6375128
10 10 0,2 1.372D-13 1.5919246
10 10 0,3 1.132D-12 6.5708422
10 10 0,4 6.062D-14 1.9074994
10 10 0,5 1.958D-13 0.6758597
10 10 0,6 0.0001688 0.3511017
10 10 0,7 2.706D-12 1.0779286
10 10 0,8 1.298D-12 0.6315494
10 10 0,9 0.0033381 0.5102281
10 10 1 0.0027852 0.1219150
10 10 1,1 0.0010388 0.1116492
10 10 1,2 0.0067753 0.5972305
10 10 1,3 0.0010995 0.4100541
10 10 1,4 0.0006917 0.3421126
10 10 2.0 0.0009788 0.2916652
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Rysunek 7.21. Wykres zadeosci bledu maxerr od parametru m
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Rysunek 7.22. Rozktaddmu na powierzchni siatki dla c=1.1

Tabela 7.12. Zalano$¢ bledu rozwhzania od parametru ¢ RBF i liczby punktow dla N2=f12.

N2 Mc m normeirr maxerr

12 12 0,1 9.592D-14 0.5845045
12 12 0,2 3.297D-13 2.1122169
12 12 0,3 2.596D-13 1.0465579
12 12 0,4 1.601D-13 1.7042643
12 12 0,5 6.157D-13 0.6794285
12 12 0,6 0.0023757 0.1815579
12 12 0,7 0.0087255 0.1039941
12 12 0,8 0.0011648 0.2239790
12 12 0,9 0.0063447 0.0502756
12 12 1 0.0010257 0.1177367
12 12 11 0.0007713 0.3348944
12 12 1,2 0.0036220 0.0560490
12 12 1,3 0.0027220 0.4644245
12 12 1,4 0.0005519 0.3525119
12 12 2.0 0.0013834 0.2953421
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Rysunek 7.23. Wykres zadeosci bledu maxerr od parametru m
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Rysunek 7.24. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla ¢=0.9

7.2 Zagadnienie niestacjonarne na obszarze regulaym

Przy rozwiazywaniu numerycznym wykorzysta&ny nasg¢pujaca funkcje

zalezna od czasu
f (x, y,t) = x(x—1)+ y(y—l)—4t

z warunkiem brzegowym
g(x y,t) = x(x-1)+ y(y-1)- 4t
oraz warunkiem poatkowym

u(x, y.0)=g(x y.0)

Catkowita liczba punktow N=N2*N2+4(mc+1)
gdzie
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N2 — liczba punktow w jednym kierunku

mc — liczba punktow na jednym brzegu siatki

¢, m — parametry RFB (ustalane przeytkownika)

dt — krok czasowy

nstep — ilé¢ krokdw

maxerr — ranica rozwizania przybttonego i rozwizania doktadnego

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwiazania zagadnienie (5.12) z warunkami (5.13) i
(5.15) z funkcjami (7.3), (7.4) i (7.5) z wykorzgsiem funkcji gaussowskiej opisanej
rownaniem (5.27). Tabela 7.13 do 7.20 przedstawzajeznos¢ biedu rozwhzania od
parametru ¢ RFB, kroku czasowego,sdiokrokéw oraz iléci punktow . Zagadnienie
rozwiazano z catkowd liczba punktéw: N=64 (wyniki Tabela 7.13-7.20)zm& si¢ tylko
liczba krokdw oraz krokiem czasowyrRysunek 7.24 — 7.3@rzedstawiazaleznosci btedu
maxerr od parametru ¢ dla poszczegolnych przypadiRysunek 7.25 - 7.39 przedstawia rozktad
btedu maxerr na powierzchni siatki. Na rysunkach pszmdiono tylko najlepsze rozyaania z
przedziatu czasowego t=(0,1).

Tabela 7.13. . Zamos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢, kroku czasowego dt=0.0Z%ciilo
krokéw nstep RBF i liczby punktéw dla N2=mc=6.

N2 mc c dt nstep t maxerr
6 6 0.2 0.01 25 0.25 0.3029780
6 6 0.8 0.01 25 0.25 1.2806833
6 6 1.4 0.01 25 0.25 0.3231402
6 6 2.0 0.01 25 0.25 1.8751755
6 6 0.2 0.01 50 0.5 0.3922071
6 6 0.8 0.01 50 0.5 8.9861341
6 6 1.4 0.01 50 0.5 0.3997528
6 6 2.0 0.01 50 0.5 10.586481
6 6 0.2 0.01 75 0.75 0.2294075
6 6 0.8 0.01 75 0.75 4.2869453
6 6 14 0.01 75 0.75 0.4945893
6 6 2.0 0.01 75 0.75 9.2617965
6 6 0.2 0.01 100 1 0.2132147
6 6 0.8 0.01 100 1 11.852697
6 6 14 0.01 100 1 2.0647655
6 6 2.0 0.01 100 1 4.1658733
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Rysunek 7.24. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.25. Rozkladdatu na powierzchni siatki dla t=1, ¢=0.2, dt=0.04znstep=100

Tabela 7.14. . Zaimos¢ bledu rozwhzania od parametru c, kroku czasowego dt=0.0Zciilo
krokow nstep RBF i liczby punktéw dla N2=mc=6.

N2 mc [ dt nstep t maxerr
6 6 0.2 0.02 12 0.24 0.2645802
6 6 0.8 0.02 12 0.24 4.1811468
6 6 14 0.02 12 0.24 0.1559103
6 6 2.0 0.02 12 0.24 0.0954451
6 6 0.2 0.02 25 0.5 0.3006686
6 6 0.8 0.02 25 0.5 3.4761856
6 6 14 0.02 25 0.5 0.7570325
6 6 2.0 0.02 25 0.5 0.1172551
6 6 0.2 0.02 37 0.74 0.1707809
6 6 0.8 0.02 37 0.74 3.1430269
6 6 14 0.02 37 0.74 54.666293
6 6 2.0 0.02 37 0.74 0.1221578
6 6 0.2 0.02 50 1 0.2880906
6 6 0.8 0.02 50 1 20.410524
6 6 14 0.02 50 1 1303.1228
6 6 2.0 0.02 50 1 1.5751447
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Rysunek 7.26. Wykres zaieoici bigdu maxerr od parametru c
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Rysunek 7.27. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.5, ¢=2.0, dt=0002z nstep=25

Tabela 7.15. . Zalmos¢ bledu rozwhzania od parametru c, kroku czasowego dt=0.4¢iikrokow

nstep RBF i liczby punktow dla N2=mc=6.

N2 mc c dt nstep t maxerr
6 6 0.2 0.1 2 0.2 0.3107348
6 6 0.8 0.1 2 0.2 0.4053606
6 6 1.4 0.1 2 0.2 0.4242126
6 6 2.0 0.1 2 0.2 0.4328425
6 6 0.2 0.1 5 0.5 0.2710862
6 6 0.8 0.1 5 0.5 0.4664788
6 6 1.4 0.1 5 0.5 0.4321893
6 6 2.0 0.1 5 0.5 0.4565939
6 6 0.2 0.1 7 0.7 0.4119239
6 6 0.8 0.1 7 0.7 0.4812909
6 6 14 0.1 7 0.7 0.4380746
6 6 2.0 0.1 7 0.7 0.4747372
6 6 0.2 0.1 10 1 0.4533962
6 6 0.8 0.1 10 1 0.5000563
6 6 1.4 0.1 10 1 0.4467244
6 6 2.0 0.1 10 1 0.4959059
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Rysunek 7.28. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢




Rysunek 7.29. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.5, ¢=0.2, dt=0rdzonstep=5

Tabela 7.16. . Zamos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢, kroku czasowego dt=0.0Z%ciilo
krokéw nstep=10 RBF i liczby punktéw dla N2=mc=10.

N2 mc c dt nstep t maxerr

10 10 0.2 0.01 25 0.25 0.3459502
10 10 0.8 0.01 25 0.25 0.9715474
10 10 1.4 0.01 25 0.25 0.4412888
10 10 2.0 0.01 25 0.25 0.9501994
10 10 0.2 0.01 50 0.5 0.5418663
10 10 0.8 0.01 50 0.5 3.1509075
10 10 1.4 0.01 50 0.5 1.2605725
10 10 2.0 0.01 50 0.5 5.539489

10 10 0.2 0.01 75 0.75 0.4452801
10 10 0.8 0.01 75 0.75 6.2791507
10 10 1.4 0.01 75 0.75 16.291362
10 10 2.0 0.01 75 0.75 9.4054181
10 10 0.2 0.01 100 1 2.5779367
10 10 0.8 0.01 100 1 11.14934

10 10 1.4 0.01 100 1 46.168739
10 10 2.0 0.01 100 1 8.7977085
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Rysunek 7.30. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.31. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.25, ¢=0.2, dt=000dz nstep=25

Tabela 7.17. . Zammos¢ bledu rozwhzania od parametru ¢, kroku czasowego dt=0.0Zciilo
krokéw nstep=10 RBF i liczby punktéw dla N2=mc=10.

N2 mc c dt nstep t maxerr
10 10 0.2 0.02 12 0.24 0.3106977
10 10 0.8 0.02 12 0.24 0.4083652
10 10 1.4 0.02 12 0.24 0.3807367
10 10 2.0 0.02 12 0.24 38.738643
10 10 0.2 0.02 25 0.5 0.4379106
10 10 0.8 0.02 25 0.5 4,7365132
10 10 1.4 0.02 25 0.5 0.4844002
10 10 2.0 0.02 25 0.5 112.02064
10 10 0.2 0.02 37 0.74 0.3037182
10 10 0.8 0.02 37 0.74 2.29893
10 10 1.4 0.02 37 0.74 0.5883958
10 10 2.0 0.02 37 0.74 12.23086
10 10 0.2 0.02 50 1 1.3447407
10 10 0.8 0.02 50 1 6.8995245
10 10 1.4 0.02 50 1 0.7001236
10 10 2.0 0.02 50 1 76.43203
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Rysunek 7.32. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.33. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.74, ¢=0.2, dt=0002z nstep=37

Tabela 7.18.. Zalenos¢ biedu rozwizania od parametru c¢, kroku czasowego dt=0.Xgiilo
krokow nstep=10 RBF i liczby punktow dla N2=mc=10.

N2 mc c dt nstep t Maxerr
10 10 0.2 0.1 2 0.2 0.1789611
10 10 0.8 0.1 2 0.2 0.4224860
10 10 1.4 0.1 2 0.2 0.4423895
10 10 2.0 0.1 2 0.2 0.4243520
10 10 0.2 0.1 5 0.5 1.2683184
10 10 0.8 0.1 5 0.5 0.4668062
10 10 1.4 0.1 5 0.5 0.4491393
10 10 2.0 0.1 5 0.5 0.4762319
10 10 0.2 0.1 7 0.7 2.4197583
10 10 0.8 0.1 7 0.7 0.4782001
10 10 1.4 0.1 7 0.7 0.5108651
10 10 2.0 0.1 7 0.7 0.4945273
10 10 0.2 0.1 10 1 0.3203393
10 10 0.8 0.1 10 1 0.5067506
10 10 1.4 0.1 10 1 0.6559977
10 10 2.0 0.1 10 1 0.5210085
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Rysunek 7.34. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.33. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.2, ¢=0.2, dt=0rdzonstep=2

Tabela 7.19. Zalezno$¢ btedu rozwizania od parametru c, kroku czasowego dt=0.0%ciilo
krokow nstep=10 RBF i liczby punktow dla N2=mc=12.

N2 mc c dt nstep t maxerr
12 12 0.2 0.01 25 0.25 0.3560341
12 12 0.8 0.01 25 0.25 0.4537643
12 12 1.4 0.01 25 0.25 0.4681896
12 12 2.0 0.01 25 0.25 0.6518993
12 12 0.2 0.01 50 0.5 0.5825366
12 12 0.8 0.01 50 0.5 0.5451727
12 12 1.4 0.01 50 0.5 1.7751378
12 12 2.0 0.01 50 0.5 4.013431
12 12 0.2 0.01 75 0.75 1.0900692
12 12 0.8 0.01 75 0.75 0.6383298
12 12 1.4 0.01 75 0.75 5.6114022
12 12 2.0 0.01 75 0.75 0.814938
12 12 0.2 0.01 100 1 2.9138923
12 12 0.8 0.01 100 1 0.7415501
12 12 1.4 0.01 100 1 8.9186998
12 12 2.0 0.01 100 1 9.8362355
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Rysunek 7.36. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.37. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.25, ¢=0.2, dt=000dz nstep=25

Tabela 7.20. Zalaos¢ btedu rozwihzania od parametru ¢, kroku czasowego dt=0.0&;iikeokow
nstep=10 RBF i liczby punktéw dla N2=mc=12.

N2 mc c dt nstep t maxerr
12 12 0.2 0.02 12 0.24 0.3223064
12 12 0.8 0.02 12 0.24 0.333493
12 12 1.4 0.02 12 0.24 0.4054508
12 12 2.0 0.02 12 0.24 9.049469
12 12 0.2 0.02 25 0.5 0.4802625
12 12 0.8 0.02 25 0.5 2.0495544
12 12 1.4 0.02 25 0.5 0.5271618
12 12 2.0 0.02 25 0.5 95.669205
12 12 0.2 0.02 37 0.74 0.8913009
12 12 0.8 0.02 37 0.74 4.6677115
12 12 1.4 0.02 37 0.74 0.6416059
12 12 2.0 0.02 37 0.74 62.856737
12 12 0.2 0.02 50 1 3.2254802
12 12 0.8 0.02 50 1 9.0623952
12 12 1.4 0.02 50 1 1.7531784
12 12 2.0 0.02 50 1 72.389193
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Rysunek 7.38. Wykres zateosci bledu maxerr od parametru ¢
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Rysunek 7.39. Rozktaddatu na powierzchni siatki dla t=0.24, ¢=0.2, dt=0002z nstep=12

7.3 Zagadnienie stacjonarne na obszarze nieregulaym

Przy rozwiazywaniu numerycznym wykorzystany nasg¢pujaca funkcje
f(x,y)=8x(x-1)+8y(y-1) (7.6)

oraz rozwizanie na brzegu i rozazanie doktadne

u(x, y) = g(x,y) = 4xy{1-x)(1- y) (7.7)

Catkowita liczba punktow N=((N2*N2)+2)+((4*mc)-17)
gdzie

N2 — liczba punktow w jednym kierunku

mc — liczba punktéw na jednym brzegu siatki

¢, m — parametry RFB (ustalane przeytkownika)

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwiazania zagadnienie (5.7) z warunkami (5.8) z
funkcjami (7.6) i (7.7) z wykorzystaniem funkcji @dmianowej opisanej rOwnaniem
(5.20). Przedstawiono tutaj rozwanie dla najlepszego parametru ¢=0.1. Zagadnienie

rozwiagzano z catkowit liczba punktéw: N=38Rysunek 7.40przedstawia rozwizanie
numerycznena powierzchni obszaru nieregularnego. Rysunek graddstawia rozktad &dlu na
powierzchni obszaru nieregularnego. Kolor biaty rgaunku przedstawia rozw#anie lub kid
maksymalny, natomiast kolor czarny oznacza rezanie lub bid minimalny.
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Rysunek 7.40 Rozwzanie numeryczne na obszarze nieregularnym
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Rysunek 7.41 Rozkilad éilu na powierzchni obszaru nieregularnego

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwigzania zagadnienie (5.7) z warunkami
(5.8) z funkcjami (7.6) i (7.7) z wykorzystaniermigji gaussowskiej opisanej réwnaniem
(5.27). Przedstawiono tutaj rozwanie dla najlepszego parametru ¢=3.0. Zagadnienie
rozwiazano z catkowit liczba punktéw: N=38Rysunek 7.42przedstawia rozwizanie
numerycznena powierzchni obszaru nieregularnego. Rysunek @ra8dstawia rozktad &dlu na
powierzchni obszaru nieregularnego.
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Rysunek 7.42 Rozwkanie numeryczne na obszarze nieregularnym
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Rysunek 7.43 Rozktad ¢du na powierzchni obszaru nieregularnego

W tej cz$ci przedstawioneaswyniki rozwigzania zagadnienie (5.7) z warunkami
(5.8) z funkcjami (7.6) i (7.7) z wykorzystaniemnigji poliharmoniczne opisanej
rownaniem (5.34). Przedstawiono tutaj rogzminie dla najlepszego parametru m=0.1.
Zagadnienie rozwzano z catkowi liczba punktow: N=38Rysunek 7.44przedstawia
rozwigzanie numerycznea powierzchni obszaru nieregularnego. Rysunek pegdstawia
rozktad b&du na powierzchni obszaru nieregularnego.
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Rysunek 7.44 Rozwkanie numeryczne na obszarze nieregularnym
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Rysunek 7.45 Rozklad éidu na powierzchni obszaru nieregularnego

7.4 Zagadnienie niestacjonarne na obszarze niereguhym

Przy rozwiazywaniu numerycznym wykorzystéy nasgpujaca funkcje zalezna
od czasu

f(xy,t)=x(x-1)+ y(y-1)- 4t (7.8)
Z warunkiem brzegowym
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a(x, y,t) = x(x-2)+ y(y -1) - 4t (7.9)

oraz warunkiem poatkowym

u(x,y.0)=g(x y0) (7.10)

Catkowita liczba punktow N=((N2*N2)+2)+((4*mc)-17)
gdzie

N2 — liczba punktow w jednym kierunku

mc — liczba punktow na jednym brzegu siatki

c — parametr RFB (ustalany przez/tkownika)

W tej czsci przedstawioneaswyniki rozwiazania zagadnienie (5.12) z warunkami (5.13) i
(5.15) z funkcjami (7.8), (7.9) i (7.10) z wykorzgsiem funkcji wielomianowej opisanej
rownaniem (5.20). Przedstawiono tutaj rozzeinie dla parametru c=1.5, kroku czasowego
dt=0.01 oraz liczby krokéw nstep=20 . Zagadnieniewiazano z catkowit liczba
punktow: N=38.Rysunek 7.4¢przedstawia rozvwzanie numerycznea powierzchni obszaru
nieregularnego. Rysunek 7.47 przedstawia rozktadubha powierzchni obszaru nieregularnego.
Kolor biaty na rysunku przedstawia rozwanie lub dd maksymalny, natomiast kolor czarny
oznacza rozvdizanie lub bdd minimalny.

110

085

0.BEH

0.44+

0224 s

0.00 T T T T
0.00 022 0.44 0.66 0383 1.10

0.1868325 02057258 02446191 02835124 03224057 03612950 04001923

Rysunek 7.46 Rozwkanie numeryczne na obszarze nieregularnym
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8.Whnioski

Dla stacjonarnego przeptywu wykorzystane zostatyzystkie funkcje RFB
zaproponowane w rozdziale 5. Wszystkie dostarcadyysfakcjonujcych wynikow.
Poréwnanie ldow rozwhzan przedstawiono w tabelach i na wykresach w rozdzral
Dla funkcji RFB wielomianowej najlepsze wyniki zalt zaobserwowane dla siatki N=64.
Wyniki dla tego przypadku przedstawiono graficzwieozdziale 7.1 na rysunkach 7.1-7.3
oraz tabeli 7.1. Dla funkcji RFB gaussowskiej nagiee wyniki zostaty otrzymane dla
siatki N=64. Wyniki dla tego przypadku przedstavaograficznie w rozdziale 7.1 na
rysunkach 7.9-7.10 oraz tabeli 7.5. Dla funkcji RpBliharmonicznej wyniki byty
najmniej zadowalare, najlepsze wyniki wychodzdla siatki N=196. Wyniki dla tego
przypadku przedstawiono graficznie w rozdziale ffalrysunkach 7.23-7.24 oraz tabeli
7.12.

W zagadnieniach niestacjonarnych dla funkcji RFBelamianowej i funkcji
poliharmonicznej wyniki wychodg niesatysfakcjonage. Spowodowane jest to ziym
uwarunkowaniem a tym samym rozga@niem ,generowanego” przez meto&ansa
liniowego uktadu réwnia Dla funkcji RBF gaussowskiej najlepsze rezultagychodz dla
siatki N=64, a wyniki dla tego przypadku przedstava graficznie w rozdziale 7.2 na
rysunkach 7.26-7.27 oraz tabeli 7.14.

W przypadku zagadnienia stacjonarnego na obszaeregualarnym uzyskane
wyniki byty tak jak w przypadku obszaru regularnegaysfakcjonujce. Dla funkcji RFB
wielomianowej najlepsze wyniki zostaly zaobserwowaiia siatki N=38 i parametru
c=0.1. Wyniki dla tego przypadku przedstawiono igafie w rozdziale 7.3 na rysunkach
7.40 i 7.41. Dla funkcji RFB gaussowskiej najlepsagiki zostaty otrzymane dla siatki
N=38 i parametru c=3.0. Wyniki dla tego przypadkmeastawiono graficznie w rozdziale
7.3 na rysunkach 7.42 i 7.43. Dla funkcji RFB palimonicznej najlepsze wyniki
wychodz dla siatki N=38 i parametru c=0.1. Wyniki dla tegzypadku przedstawiono
graficznie w rozdziale 7.3 na rysunkach 7.44 i%.. 4

W przypadku zagadnienia niestacjonarnego dla obszaregularnego dla funkcji
RFB gaussowskiej i funkcji poliharmonicznej wynikiychodz niesatysfakcjongge. Dla
funkcji RBF wielomianowej najlepsze rezultaty wydag dla siatki N=38 i parametru
c=1.5, wyniki dla tego przypadku przedstawiono igzafie w rozdziale 7.4 na rysunkach
7.4617.47.

Jak mana zauway¢ powyzej, implementacja metody Kansa jest
nieskomplikowana. Toasgtowne zalety,ze ta technika staje ipopularna i zostata
zastosowana w wielu dziedzinach nauki, w ktérycdwigka g opisywane cgstkowymi
réwnaniami raniczkowymi. Jakkolwiek dowdd rozeaywalnaici dla liniowego systemu
wynikajacego z metody Kansa jest jeszcze niepotwierdzomyyenh dla eliptycznego
problemu [1]. Uogdlnienie tej metody dla innych Iplemdw jest aktualnie badane. Ze
wzgledu na obszerrid zagadnienia autor przedstawit tylko wybrane wynikiliczer
numerycznych. Warto podigiec zalet srodowiska programistycznego Scilab, ktore
okazato st by¢ efektywnym i efektownym nagdziem do oblicze numerycznych i
inzynierskich.
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10. Dodatki

Ptyta CD zawiera:
1. Program instalacyjny pakietu Scilab
2. Prace magisterghkw rozdziatach (pliki *.doc)
3. Kody zrédtowe programow wykorzystanych do oblitze
- s_mq_re.sce — program do obliczania re@zania na obszarze o regularnym
brzegu z wykorzystaniem funkcji wielomianowej dlarzgptywu
stacjonarnego
- s_mg_nr.sce — program do obliczania remania na obszarze o
nieregularnym brzegu z wykorzystaniem funkcji wralanowej dla
przeptywu stacjonarnego
- ns_mg_nr.sce — program do obliczania rezania na obszarze o
nieregularnym brzegu z wykorzystaniem funkcji wralanowej dla
przeptywu niestacjonarnego
- S_gs_re.sce — program do obliczania r@zamia na obszarze o regularnym
brzegu z wykorzystaniem funkcji gaussowskiej dla zeptywu
stacjonarnego
- s _gs_nrsce — program do obliczania rezania na obszarze o
nieregularnym brzegu z wykorzystaniem funkcji gaweskiej dla
przeptywu stacjonarnego
- ns_gs re.sce — program do obliczania razamia na obszarze o
regularnym brzegu z wykorzystaniem funkcji gausdogysdla przeptywu
niestacjonarnego
- s_ph_re.sce — program do obliczania r@zania na obszarze o regularnym
brzegu z wykorzystaniem funkcji poliharmoniczneja dlprzeptywu
stacjonarnego
- s_ph_nr.sce — program do obliczania rezania na obszarze o
nieregularnym brzegu z wykorzystaniem funkcji patimonicznej dla
przeptywu stacjonarnego
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