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Streszczenie

Praca ma na celu zweryfikowanie numerycznych rozwiazan roz-
niczkowych rownan ruchu ukladéw o jednym stopniu swobody. Przed-
stawia znane i powszechnie wykorzystywane metody rozwiazywania
rownan rozniczkowych oraz metody ich weryfikacji. W pracy zaimple-
mentowano efektywne, lecz rzadko stosowane, metody kolokacji i Taylo-
ra. Obliczenia zostaly wykonane z wykorzystaniem arytmetyki duzych
liczb zmiennoprzecinkowych. Programy wykorzystane na potrzeby ni-
niejszej pracy zostaly napisane w calosci w programie Mathematica®.

W pracy zawarte zostaly podstawy teoretyczne dotyczace ruchu.
Wyprowadzono rownania ruchu 2z definicji i rownan Lagran-
ge’a Il rodzaju oraz rownania kanoniczne Hamiltona. Nastepnie zdefi-
niowano pojecie stopni swobody i przedstawiono przyktady uktadow
mechanicznych spetniajacych temat pracy. Kolejna czesc¢ pracy to pre-
zentacja popularnych i najczesciej wykorzystywanych metod numerycz-
nych rozwigzywania rownan rozniczkowych (metoda Eulera, Runge-
Kutty) oraz weryfikacja ich dokladnosci. Dalsze rozdzialy to prezentacja
sposobow weryfikowania rozwigzan numerycznych (arytmetyka interwa-
tlowa, arytmetyka duzych liczb zmiennoprzecinkowych, wplyw warun-
kow poczatkowych) oraz opis alternatywnych metod rozwigzywania
rownan rozniczkowych (metoda kolokacji i metoda Taylora). Na koncu
pracy zaprezentowano wyniki obliczen numerycznych (tabele, wykresy),
ich poréwnania , jak rowniez wnioski z nich wypltywajace.

Do pracy zalaczono ponadto kody zrodlowe metod wykorzysta-

nych do obliczen (metoda kolokacji i metoda Taylora).
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Summary

In this paper we will validate numerical solution of numerical equa-
tion of motion systems with one degree of freedom. Methods used in
this paper are well known and most popular in numeric calculations for
ODEs (ordinary differential equations). This paper contain implementa-
tion of effective but rarely used collocations methods and Taylor model.
Calculations were made with use of big float arithmetic model. All pre-
sented programs were written with the aid of Mathematica®.

This paper contain theoretical basis of motion definition. Equa-
tion of motion was derived from definition and Lagrange equations. Also
we derivate Hamiltonian’s equations. Next we define degrees of freedom,
and show examples of mechanical systems with one degree of freedom.
In following we present the most popular and most frequently used
numerical methods for solving ODEs. (Euler’s method, Runge-Kutta me-
thod) and them validation. Further chapters contain ways of validations
of results of solving ODEs (Interval arithmetic, significance arithmetic,
influence of initial conditions) and description of alternative methods
for solving ODE (Collocations methods for ODEs, Taylor model). At the
end all numerical results were put together and compared. From this
was made conclusions.

To this paper has been attached a source code for used methods

(Collocations methods for ODEs, Taylor model).
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1 Wstep

Celem niniejszej pracy jest zweryfikowanie numerycznych rozwia-
zan rozniczkowych rownan ruchu ukladow o jednym stopniu swobody
[1,8]. W pracy zaprezentowano dotychczas znane i popularnie wykorzy-
stywane metody rozwiazywania rownan rozniczkowych oraz metody ich
weryfikacji. Wszystkie obliczenia wykonywane na potrzeby tej pracy zo-
staly uzyskane przy pomocy programu Mathematica® [6], bedacego sil-
nie rozbudowanym narzedziem pozwalajacym na nieograniczone dziala-
nia programistyczne oraz posiadajacym ogromna ilos¢ funkcji wbudo-
wanych.

Liczne przyklady potwierdzaja koniecznos¢ weryfikowania rezulta-
tow obliczen, na przyklad poprzez powtorzenie obliczen z uzyciem innej
metody, poprzez zwiekszenie precyzji obliczen lub wykonanie obliczen
na innej maszynie (komputerze) [11].

Drugi rozdziatl stanowi wprowadzenie do pracy, a mianowicie jest
poswiecony na wyprowadzenie rozniczkowych réwnan ruchu. Poczawszy
od prostych rownan wyprowadzanych z definicji ruchu, poprzez réwna-
nia ruchu wyprowadzane 2z rownan Lagrange’a II-go rodzaju,
a skonczywszy na ukltadach o stalej energii — rownaniach kanonicznych
Hamiltona(2,7].

Nastepnie w pracy poruszony zostaje problem stopni swobody.
W rozdziale drugim, poza definicja stopni swobody, zostaly przedsta-
wione glowne przyklady ukladow wymienionych w temacie pracy (prosty
oscylator harmoniczny, wahadlo matematyczne i torsyjne itp.), dla kto-
rych wyprowadzona rownania ruchu.

Kolejny rozdziat to prezentacja najpopularniejszych metod nume-
rycznych rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych. Naleza do
nich metoda Euler’a i metoda Runge-Kutty [3]. Rozdzial przedstawia
teoretyczne podstawy kazdej z metod oraz uwypukla ich niedoskonato-
Sci podczas rozwiazywania rownan rozniczkowych. Zaznaczajg sie one
w rozbieznosciach pomiedzy rozwiazaniami numerycznymi

a dokladnymi omawianych przykladow.
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Piaty rozdziat to zaproponowanie metod weryfikacji rozwiazan
numerycznych. Wykorzystanie do obliczen programu Mathematica®
umozliwilo wykorzystanie takich elementow jak zwigekszanie dokladno-
Sci obliczen z typu ,doubleprecision” do wartosci, ograniczonych jedynie
moca obliczeniowa komputera, rzedu 800 miejsc po przecinku, lub
arytmetyka  interwalowa [10] na  stale zaimplementowana
w Mathematic’e pod postacia arytmetyki duzych liczb zmiennoprzecin-
kowych (,Significance Arithmetic”) [5,9].

Rozdzial szosty to prezentacja metody kolokacji rozwiazywania
rownan rozniczkowych. Znajduja sie tu jej podstawy teoretyczne, poka-
zano jej wady i zalety oraz przyklady obliczen wykonanych przy jej uzy-
ciu.

Kolejny, siodmy, rozdzial to krotkie wprowadzenie do powszechnie
znanej metody Taylora rozwiazywania rownan rozniczkowych [12].

Rozdzial ostatni prezentuje obliczenia numeryczne wykonane na
przykladach opisanych w poprzednich rozdziatach. Do obliczen postuzy-
ta gtownie metoda kolokacji, ktora wykorzystano jako kryterium weryfi-
kacyjne numerycznych rozwiazan rownan rozniczkowych uzyskanych
we wczesniejszych rozdzialach. Jedynie dla nieliniowych rownan roz-
niczkowych dodatkowo wykorzystano metode Taylora dla duzych cza-
sow, dla ktorych zostaly wykonywane obliczenia. W rozdziale zawarte sa
zawarte wnioski nasuwajace si¢ po dokonaniu wszystkich obliczen.

Do pracy zostaly dotaczone rowniez, w postaci zalacznikow, kody
zrodlowe wykorzystanych metod numerycznych (metoda kolokacji i me-

toda Taylora).
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2 Rozniczkowe rownania ruchu

Ruch to zjawisko polegajace na zmianie w czasie polozenia tego
ciala, wzgledem innego ciala, ktore umownie przyjmuje sie jako nieru-

chome (pozostajace w spoczynku) [1].

Rys 2.1

W ptlaskiej przestrzeni Euklidesowej, w prawoskretnym uktadzie
wspotrzednych Oxyz (Rys 2.1), ktory traktujemy jako nieruchomy, poto-
zenie poruszajacego sie punktu mozna okreslic przez zmiane wspol-
rzednych x,y,z w czasie t, czyli sa one pewnymi funkcjami czasu t
x=f1(t)
y=f2(t) (2.1)
z=f3(t)

Rownania (2.1) nazywa si¢ rownaniami ruchu punktu.

Jezeli nieruchomy poczatek ukladu wspoélrzednych O polaczymy

z ruchomym punktem A za pomoca wektora r = O—A, nazywanego wek-
torem polozenia, to wektor ten zalezy od czasu i jest pewna funkcjg
wektorowa:
r =r(t) (2.2)
Skladowe takiego wektora sa rowne: rx=x(t), ry=y(t), r.=z(t).
Powyzszy wektor mozna tez przedstawiC¢ za pomocg sumy geometrycz-
nej: r=1x(t)+jyt)+ k z(t)

Znajac funkcje x(t), y(t) i z(t), mamy wszystkie informacje o ruchu

punktu (tor, predkosc, przyspieszenie).
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Predkosc¢

Majac dwa punkty A i B nalezace do tego samego toru, punktowi
A przypisany jest wektor r(ts), punktowi B wektor r(tp) to predkosc jest

o s d o x(tg)—r(t dr
granica ilorazu roznicowego([8]: v = lim ritp) ~¥(ts) _ dF
te-ta  tp —t, dt

Roézniczkujac rownanie ruchu otrzymujemy wektor predkosci:

v=vi+y jt+tv,k

gdzie v, =%=X(t), v, =——=y(t), v, =

Przyspieszenie

Predkosc¢ z jaka porusza sie koniec wektora v po hodografie nazy-

wa sie przyspieszeniem: adjﬂ = d’r
przysp Tt dt?
Czyli: a=a,i+a,j+ak,
dv, d’x dv, d’y _dv, d’z

dzie a, = =——,a, = = , a, .
& T ar T ar ae? dt _ dt?

Poniewaz wektory a i v na ogo6t nie sg rownolegle to przyspieszenie po-
siada dwie skladowe:
d
at =%+ _ styczna do toru,
dt
2
n U
a" =—n-normalna,
P

gdzie 7 = ? - wektor styczny, n- wektor normalny, p - promien krzywi-
s

zny.

10
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2.1 Rownania Lagrange’a II rodzaju

W tej czesci wyprowadzimy rownania ruchu ukladu materialnego
nieswobodnego we wspolrzednych uogoélnionych niezaleznych[2]. Wezmy
pod uwage uktad o n stopniach swobody, skrepowany wiezami holono-
micznymi, dwustronnymi i doskonatymi, ktorego konfiguracje w kazdej
chwili t opisuja wspolrzedne uogolnione qy, ..., ga.

Centralne rownanie Lagrange’a we wspolrzednych uogodlnionych przyj-

muje postac.

d n n
d—Zpio'qi =JE, +Y Q.dq, (2.1.1)

t i=1 i=1
Na mocy zwiazku p, = Zm Zm - 95, mamy

' =1 ] J aqz aqz j=1 aql
u ov; 1y 0E,

i = S m2m; == 2.1.2
P Jj=1 7 aql aql (2 Jzzll JJ aql ( )
oraz E, = E(t,q,,...,q,,G,-..,d, ), a wiec 0E, =;(6qi aq; + aql J

W zwiazku z powyzszym wzor (2.1.1) mozna zapisac

L 0E OE
93 % g Z( aq’féqﬁoiéqi)

dtl1 0q;

Po zrozniczkowaniu lewej strony rownosci i przestawieniu symboli wa-

riacji J irozniczki d(dd = A&d) [2] otrzymujemy:

| d(0E, 0E,
el -—E£ -0, ;= 0 .1.3
;Lt(aqi ] oa, © }5" 219)
Z zalozenia, ze wiezy sa holonomiczne i wspolrzedne qi, ..., gn sa nieza-

lezne, wynika fakt, ze dq,,...,0q, tez sa niezalezne. W zwiazku z powyz-

Szym
d (0E, | OE, :

= - =Q, =1,..., 1.
q t[ aqij 2, Qi z n (2.1.4)

Zwigzki (2.1.4) nazywane sg rownaniami Lagrange’a II rodzaju dla uktla-
dow holonomicznych we wspolrzednych uogolnionych. Liczba tych

zwigzkow rowna jest liczbie swobody.

11
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Gdy sily sa potencjalne, wykorzystujemy centralne rownanie Lagrange’a
w postaci % Z p;0q; = OL oraz biorac pod uwage:
i=1
_ 0L

==, i=1,..,n 1.
b; 34, (2.1.5)

poniewaz E =Ep(t,q1,...,qn) nie zalezy od q,(0 =1,...,n), i rozumujac

jak wyzej dostajemy:

ia_L —a_L:O i=1 n 2.1.6
dt aql aql ’ PEREE ( N O )

Zwiazki (2.1.6) stanowia rownania Lagrange’a II rodzaju dla uktadow

holonomicznych, dla sit potencjalnych.

2.2 Kanoniczne rownania Hamiltona

Pedy uogodlnione policzone przy pomocy wzorow (2.1.2), wykorzy-

stujac ogolny wzor na energie kinetyczna [2]

n R Q. .
By =Bt G @)+ 2Bt s @)+ 5 22 A (6 G0 )04, (2.2.0)
i=1 i=1 j=1
przyjmuje postac:
OE, & . . .
p,=—==>Aq;+B;, j=l..,n (2.2.2)
g, =

Dla nieosobliwej macierzy wspolczynnikow {AU} istnieje prze-

ksztalcenie odwrotne:

q'j:zClijpj+bj, j=1..,n (2.2.3)
j=1
Zmienne (t, Qise-3Qps Pire-s pn) =(t,q, p) to zmienne kanoniczne (zmienne

Hamiltona). Przestrzen zmiennych (t,q, p) to przestrzen stanoéw, a prze-
strzen (q, p) - przestrzen fazowa.

Rozwazmy wielkoS¢ wyrazona wzorem:

K:ZpiQi_Ek(t’Q1’~-~aqnaq1""’qn)a (224)

i=1

12
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Zastepujac predkosci uogolnione ze wzoru (2.2.4) zwiazkami (2.2.3) do-

stajemy funkcje zmiennych (¢, q, p):

K(t,q,p) = Zp‘q’;i _Ek(taqv---7qn7§17---7§n):
o ) (2.2.5)
zzpz‘ql' _Ek(t7q17"'7qn7p17'-'7pn)
i=1

oznaczenia éi (c=1,...n) 1 Ek wskazuja iz predkosci uogolnione zasta-
piono lub nalezy zastapi¢ pedami uogolnionymi (2.2.3)

Dla sit dzialajacych na uklad posiadajacych energie potencjalna
postaci E, = Ep(t, ql,...,qn) wprowadzamy dodatkowa wielkos¢ H okre-

Slona wzorem:
H=K+Ep:zpiQi_Ek+Ep :zpiqi_L7 (2.2.6)
i=1 i=1

L=E +E, to funkcja Lagrange’a. Funkcja H to funkcja Hamiltona

(hamiltonian).

Zastepujac predkosci uogolnione we wzorze (2.2.6) pedami uogol-
nionymi za pomoca (2.2.3) otrzymujemy funkcje Hamiltona jako funkcje
zmiennych (t,q, p):

H(t,q,p)= Y pd: — L, (2.2.7)
i=1
Jezeli hamiltonian wyrazony jest w zmiennych kanonicznych wtedy

H(t,q,p)=E, +E, = E = const, (2.2.8)

opisuje zasade zachowania calkowitej energii mechanicznej ukladu
w zmiennych kanonicznych.

Roéwnania ruchu ukladéw holonomicznych w zmiennych kanonicznych
opisane sa zwigzkami (szczegolowe wyprowadzenie mozna znalez¢ w [2]
str. 44):

dg, _ 0K dp, 0K = .
L= L=-"2+Q, =1,...,
dt  op, T oq, O L n (2.2.9)

Dla sil uogoélnionych posiadajacych energie potencjalna w postaci

E, = Ep(t, ql,...,qn) mamy

13
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oE 0E :
_ p p =0, 1=1,...,n (2210)

Q=0 L)

Rownania (2.2.9) wygladaja nastepujaco:

dg; - a(K +Ep) dp; - _G(K +Ep)
dt op, dt aq,

. i=1..,n (2.2.11)

Na mocy wzoru (2.2.6) rownania te przyjmujq ostateczng postac:

dg, _ 0H dp, _ 0H

- ) - ’ ':1’~-~a
it " op i g n (2.2.12)

Rownania (2.2.12) nosza nazwe kanonicznych rownan Hamiltona dla

ukladow holonomicznych.

14
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3 Uklady o jednym stopniu swobody
3.1 Stopnie swobody

Rozwazmy cialo sztywne (odleglos¢ pomiedzy poszczegdlnymi
punktami nie ulega zmianie) zajmujace w pewnej chwili wzgledem przy-
jetego nieruchomego ukladu odniesienia Oxyz polozenie przedstawione
na rysunku Rys. 3.1 [1]. Polozenie to mozna okreslic podajac potozenie

trzech dowolnych punktow tego ciala nie nalezacych do jednej proste;j.

Rys. 3.1

Potozenie punktow A, B i C mozna okreslic za pomoca wspolrzednych
tych punktow w prostokatnym uktadzie wspotrzednych Oxyz. Wspot-

rzedne te oznaczone jako X,,Y,,Z,,Xp,Yp,Zg OraZ X.,Y.,2Z. MuUsza

spetnic¢ zaleznosci, ktore wynikaja ze sztywnosci ciata, tzn. odlegtosci
rozwazanych punktow sa stale, niezaleznie od polozenia ciala w prze-

strzeni:

(xA _XB)2 + (yA _UB)2 + (ZA _ZB)2 er
2

(xA _xc)2 + (yA _yc)2 + (ZA _Zc)2 =Tac (3.1.1)

(xB _xc)2 + (yB _yc)2 + (ZB _Zc)2 ;

rBC
gdzie r2,,7i. , 1o 0znaczaja dtugosci odcinkow AB, AC, BC.

W zwigzku z tym, Ze dziewie¢ wspolrzednych okreslajacych poto-

zenie punktow A, Bi C musi spetniac trzy rownania (3.1.1), dlatego tyl-

15
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ko szesc¢ wspolrzednych przyjac mozna dowolnie, a trzy pozostate trzeba
wyznaczyC z wyzej wymienionych rownan. Wynika stad wiec, ze dla
okreslenia w przestrzenie dowolnego swobodnego ciala sztywnego po-
trzeba szesSc¢ niezaleznych parametrow. Liczbe tych niezaleznych para-
metrow niezbednych dla okreslenia chwilowego potozenia ciata
w przestrzeni nazywa sie liczba stopni swobody ciala.

Powyzsze rozwazania prowadza do wniosku, ze aby opisac¢ ukiad

o jednym stopniu swobody wystarczy jedna wspolrzedna niezalezna.

3.2 Prosty oscylator harmoniczny

Oscylatorem harmonicznym nazywamy uklad dla ktorego energie
kinetyczna mozna wyrazi¢ za pomoca WzZorow
2
_ P _1 5
E="—, Vig)=—=cq", 3.2.1
o (@)= ca (3.2.1)
gdzie ai csa stalymi.

Dla takiego ukladu funkcje Hamiltona zapiszemy w postaci:

2
:p_+lc 2 3.2.2
oq T3¢ (3.2.2)

Podstawiajac funkcje Hamiltona (3.2.2) do réownania (2.2.12) otrzymu-

jemy:

g=£,  p=-cq, (3.2.3)
a

Gdy otrzymane rownanie podzielimy stronami uzyskamy rownanie roz-

niczkowe trajektorii fazowej 3— = —ﬂ. Rozdzielajac zmienne i caltkujac
q p

+ C . Dla oscylatora harmonicznego trajekto-

2 2
otrzymujemy % = -9

rie fazowe przyjmuja postac elips. Stabilnym polozeniem rownowagi
oscylatora jest poczatek ukladu wspolrzednych, poniewaz funkcja Ha-

miltona w tym punkcie przyjmuje najmniejsza wartosc¢ (Rys. 3.2) [8].

16
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Y

)
\Z

&
Rys. 3.2
Z ukladu rownan (3.2.3) wynika, ze
ag +cq =0, (3.2.4)
lub
G+k*q=0, Kk =§ (3.2.5)

Ruch oscylatora harmonicznego opisany jest rownaniem rézniczkowym
liniowym drugiego rzedu o stalych wspolczynnikach. Rownanie ruchu

(3.2.5) da sie¢ otrzymac tworzac potencjat kinetyczny Lagrange’a:
1( .
L=§(aq2 _ng) (3.2.6)

i podstawiajac L do rownania Lagrange’a (2.1.6)
Wykazmy, ze uklad jak na Rys. 3.3 skladajacy sie z masy

mi sprezyny o stalej ¢ [N/m] jest przykladem oscylatora harmonicznego.

m
C L
—VVWW»

777707 77 77777777,

powierzchnia doskonale
gtadka

Rys. 3.3

NONNNNN

Jezeli g bedzie wychyleniem ukladu z polozenia rownowagi to energia

sprezysta skumulowana w sprezynie przy tym wychyleniu wyniesie

1 5
=—cq-, 3.2.7
5 ( )
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a energia kinetyczna

E :lqu (3.2.8)
2

Ped uogoblniony

p=mg (3.2.9)

Z wzoru ¢ wyznaczamy q i podstawiamy do wzoru b otrzymujemy:
E = 5—; (3.2.10)
Jak widac¢ uklad jest oscylatorem harmonicznym, poniewaz ¢ i m sa
stale.

Wyprowadzmy teraz rownanie rozniczkowe ruchu dla wahadia
matematycznego, ktore jest najpopularniejszym przykladem ukltadu

o jednym stopniu swobody (Rys. 3.4).

Energia kinetyczna wynosi
1 ..
=§mlq2 (3.2.11)

gdzie g — kat okreslajacy polozenie wahadla.

Energie potencjalng ukladu przedstawi¢ mozna jako

V= mgl(l—cos q) (3.2.12)
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Podstawiajac potencjat kinetyczny Lagrange’a z powyzszych rownan do
2.1.6 otrzymamy

g +mglsing =0 (3.2.13)
Powyzsze rownanie jest rownaniem nieliniowym i jest stuszne dla pelne-
go zakresu wychylen wahadla. Aby otrzymac jego linowe przyblizenie
(rownanie obowiazujace dla malych drgan), rozwiniemy funkcje V(g)
W szereg:

Vemgli-1+9L + |~mgZ.
=mg 5 | = mals, (3.2.14)

Przeprowadzajac ponownie przeksztalcenia (3.2.11-3.2.13) zamieniajac
wzor (3.2.12) wyrazeniem (3.2.14) otrzymamy liniowe rownanie wahadla
G+mglg =0 (3.2.15)
Wyznaczmy teraz rownanie rozniczkowe ruchu uktadu skladajacego sie
z preta sprezystego, sztywno utwierdzonego na jednym koncu, z masg
m o momencie bezwladnosci J zamocowang na drugim koncu (Rys. 3.5)

[8]. Masa moze wykonywac ruch dookota osi preta (wahadlo torsyjne).

)
S

Rys. 3.5
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Energia potencjalna zakumulowana w skrecanym precie wyniesie

2
V= c%, gdzie g jest katem obrotu bryly, c — stalg zalezng od wymiarow

. : . GI
geometrycznych oraz od wymiaréow preta i wynosi ¢ = lo , G — modut

sprezystosci postaciowej, I, — geometryczny biegunowy moment bez-
wladnosci poprzecznego kotowego przekroju preta, [ - dlugosc preta.

Bryla znajdujaca sie¢ w ruchu posiada energie kinetyczna o wartosci

E =%Jq’2 :$p2. Rownaniem roézniczkowym ruchu bryly jest wiec

réwnanie (3.2.5) w ktérym k* = %
W pokazanych wyzej przykladach pojawilo sie rownanie réznicz-
kowe oscylatora harmonicznego ¢+ mglsing =0. Rozwigzaniem tego

rownania jest
4(t) = q(0) cos(kt) + @sm(kt) 3.2.7)

gdzie q(O)ic](O) to kolejno wychylenie z polozenia rownowagi i predkosc
w chwili t = 0.
Doktadne wyprowadzenie rownania (3.2.7) znalezC mozna

w [8] str. 339-340.

3.3 Pozostale przyklady ukladow o jednym stopniu
swobody

Wyznaczmy rownanie ruchu drgan swobodnych ttumionych opo-
rem osrodka ukladu jak na Rys. 3.6 [7], (opor osrodka schematycznie
oznaczono thumikiem). Zalézmy, ze opor jest wprost proporcjonalny do
predkosci R = -kq . Rozwazany uklad rozni sie od omawianych powyzej,

wystepowaniem sily niezachowawczej. Skutkiem tego jest pojawienie sie
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Rys. 3.6
po prawej stronie rownania Lagrange’a Il rodzaju sily Q = -kq. Dyna-
miczne rozniczkowe rownanie ruchu bedzie postaci
mg +kq+cq =0 (3.3.1)

gdzie k jest stalg tlumienia, c stalg sprezyny, a m — masa
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4 Metody numeryczne rozwigzywania rownan
rozniczkowych

4.1 Metoda Eulera

Rozwazmy przedzial (a,b) w ktorym chcemy znalez¢ rozwiazanie
zagadnienia poczatkowego y' = f (t,y)i y(a) =y, [3]. Nie znajdujemy
funkcji rozniczkowalnej spelniajacej zagadnienie poczatkowe. W zamian
tworzymy zbior punktow {(tk, Ys )} i wykorzystujemy je do przyblizenia (tj.
y(tk) =y, ). Na poczatku wybieramy odciete punkow. Aby ulatwic¢ sobie
zadanie dzielimy przedzial (a,b) na n rownych podprzedziatow

=a+kh, h:b;“, k=1,..,n (4.1.1)

gdzie h nazywamy krokiem. Teraz otrzymujemy wartosci przyblizone

Y’ :f(t,y) w przedziale <t0,tn>, z y(to)=y0 (4.1.2)
Zaktadamy, ze y(t),y'(t) i y"(t) sa ciagte i wykorzystujemy twierdzenie
Taylor’a do rozwiniecia funkcji y(t) wokotl punktu t =¢,. Dla kazdej war-

tosci tistnieje wartosc ci, ktora lezy pomiedzy t,i t tak ze:
" _ 2
)= yle) + v (o e - 1)+ VNS 419

Kiedy y'(to)= f (to,y(to)) i h=t —-t, podstawiamy do rownania (4.1.3),

otrzymujemy wyrazenie dla y(tl):

ole) = () 1t e, + YOI (4.1.9

Jezeli h jest dostatecznie mate, mozemy pominac skladnik drugiego

stopnia i otrzymujemy

" 2
Y =yo+hf(t07y0)+%: (4.1.5)

co stanowi przyblizenie Eulera.
Proces jest powtarzany tworzac ciag punktow, ktore przyblizaja

krzywa rozwiazania y = y(t). Ogolny krok dla metody Eulera
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oo =t th,  Ypo =Y R (toy)  k=1..,n-1 (4.1.6)

4.2 Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta jest jedna z najczesciej wykorzystywanych
numerycznych metod rozwigzywania rownan rozniczkowych [3]. Wyste-
puje ona w wielu odmianach zaleznych od stopnia metody. Najpopular-
niejsza z nich jest metoda Runge-Kutta 4-go stopnia. Stanowi ona do-
bry wybor poniewaz jest ,dosy¢” dokladna, stabilna i tatwa do zaimple-

mentowania. Metoda oparta jest na obliczaniu y,,, wedlug schematu:

hlf, + + +
Ypn Ui t 52 2f26 2fs+ 1) (4.2.1)
gdzie f,, f,, f; 1 f, przyjmuja postac
fi= f(tk’yk)’
h h
f2 = hf[tk +E’yk +§f1j’
n (4.2.2)

fu=nfl e g
f. =hf(t, +h,y, +hf,)
gdzie h jest krokiem catkowania. Metoda ,startuje” z warunku poczat-
kowego (to,yo)

Innym przykladem metody RK jest niejawna (uwiklana) metoda
IRK (Implicit Runge-Kutta). Metoda IRK n-go stopnia jest zdefiniowana
nastepujaco

yi:yk+hzaijf(tk+yjH’yj)’ i:’O’lr--Sa

Jj=1

Yk = Yk +h218jf(tk +yjH’yj)

Jj=1

(4.2.3)

gdzie h — krok catkowania obejmuje wartosci Srednie t;, i=1,...,s, oraz

tj 1
a; = ;Li(t)dt: IBj = ;Li(tht7

L,(t)- wielomian Lagrange'a w punktach y,,..., y.

2

(4.2.4)
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4.3 Bledy metod

Aby wykazac¢ niedoskonalosS¢ wyzej opisanych metod, rozwazmy
rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu [4]:
{y' =10y -1le™ t0(0,3) @.3.1)

y(0)=1

Dokladne rozwiazanie powyzszego zagadnienia wynosi y* =e™*. Nume-
ryczne rozwigzanie zostalo przeprowadzone przy uzyciu programu Ma-
thematica® [6] wykorzystujac komputer klasy PC.
Do rozwiazania przedstawionego na Rys.4.1 wykorzystano trzy metody:
automatycznag (program automatycznie wybiera metode pomiedzy

»<Adams” lub ,BDF”), Eulera i Runge-Kutta, z podwojna precyzja.

Rys 4.1

Wyniki przedstawiono rowniez w tabeli ponizej. Jak mozna za-

uwazy¢ zadna z metod nie daje ,dobrego” rozwiazania dla t > 1
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y*(rozwiazanie

t Auto Euler RK

doktadne)
0 1 1 1 1
0,25 0,778801 0,778716 0,778801 0,778801
0,5 0,606538 0,605436 0,606531 0,606531
0,75 0,47246 0,45901 0,472367 |0,472367
1 0,369022 0,205457 0,367888 |0,367879
1,25 0,300424 -1,6882 0,286613 |0,286505
1,5 0,392702 -23,7847 0,224452 |0,22313
1,75 2,23959 -291,704 0,189875 |0,173774
2 25,3021 -3548,41 0,33149 0,135335
2,25 306,699 -43141,9 2,49506 0,105399
2,5 3735,16 -524504 29,1941 0,082085
2,75 45502,6 -6,3767x106 | 354,721 0,0639279
3 554335 -7,7526 x107 |4320,66 0,0497871

nia wahadla matematycznego (3.2.13) w postaci

{y”(t) +10sin(y(t)) = 0
Yy

(0)=1,

y(0)=0

Podobnie przedstawia sie sytuacja podczas rozwiazywania rowna-

(4.3.2)

Rozwiazanie zostalo przedstawione w postaci wykresow y(t) i wykresow

przestrzeni fazowe;j:

Metoda automatyczna t [J <O,500>

qrt]

1

0.5

-0.5

Il HW

b
illhi

Rys 4.2

I

HH'I\“
(I

Rys 4.3
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Metoda Eulera ¢ 0(0,500)

qlt]

) i u‘ | \ H ! » " |
T i \

II'O
Rys 4.4 Rys 4.5

Metoda RK ¢ 0(0,500)

qlt]
1

L | N
W Tl

Rys 4.6 Rys 4.7

-0.5

Jak widac¢ na powyzszych wykresach, zadna z metod numerycz-
nych nie daje rozwigzania dokladnego. Dla duzych trozwigzanie ,rozjez-
dza” sie od wyniku rzeczywistego, ktorym jak dla ukladow hamiltonow-
skich powinna by¢ elipsa. Przy czym najgorsze rezultaty uzyskano przy
uzyciu metody Eulera (Rys 4.4 i Rys 4.5).

Rozwazmy teraz rownanie rozniczkowe drugiego rzedu [11]

y' -y-= 4sin(t) +5 cos(2t)

y(0)=-1 (4.3.3)
y(0)=-
Dokladnym rozwigzaniem tego rownania jest funkcja

y*=-2 sin(t) - Cos(2t).
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ylt]

— — Hier : ! \ : / } t

\/ \L/ﬁ\/ \\/[

- K 2

Rys 4.8

Na rysunku 4.8 pokazano wykresy rozwigzania dokladnego i re-
zultatow obliczen numerycznych. Mozna zaobserwowac, ze dla konco-
wego przedzialu czasu uzyskane wyniki znacznie roznia sie pomiedzy
soba i nie pokrywaja sie z rozwigzaniem dokladnym.

Powyzsze przyklady potwierdzaja koniecznos¢ weryfikowania re-
zultatow obliczen, na przyklad poprzez powtdrzenie obliczen z uzyciem
innej metody, poprzez zwickszenie precyzji obliczen lub wykonanie obli-

czen na innej maszynie (komputerze).
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5 Metody weryfikowania rozwiazan

5.1 Wplyw warunkow poczatkowych

Numeryczne rozwiazanie rownania rozniczkowego w zaden sposob
nie jest nieomylne. Rownanie rozniczkowe czesto jest bardzo wrazliwe
na warunki poczatkowe, btedy zaokraglen czy tez bledy metod. Dlatego
trzeba zachowac¢ duza ostroznos¢ rozwiazujac takie rownanie. Rozwia-
zanie moze byc¢ oczekiwane dla matych t, ale czesto nawet dla sSrednich
t , uzywajac standardowych maszynowych precyzji (przewaznie 16 cyfr,
liczba rzeczywista typu double) sa one niewystarczajace do uzyskania
miarodajnego rozwigzania.

Dobrym przykladem jest rownanie Duffinga [5]:

y”(t) +0,1 5y'(t) - y(t) + y(t)3 ==0,3 cos(t),

y(0)=1,  y(0)=-1,  ¢t0(0,100) (5.1.1)

Istnieje wiele intuicyjnych metod sprawdzenia czy obliczenia sg
poprawne (przeliczenie ze zwiekszong precyzja lub na innym kompute-
rze), aczkolwiek wlasciwe podejscie do problemu wymaga podstawowego
zrozumienia jak dziala metoda. Procedury numeryczne zazwyczaj prze-
biegaja krok za krokiem, ale w sposob adaptacyjny, starajac sie w kaz-
dym kroku spelni¢ pewng tolerancje btedu. NDSolve (wbudowana funk-
cja programu Mathematica®), na przyklad, sprawdza tg tolerancje dla
6-cyfrowej precyzji w kazdym kroku. Ten typ bledu nosi nazwe bledu
obciecia. Teraz kiedy wynik z pierwszego kroku ma dokladnos¢ do
6 cyfr, niedokladnos¢ moze rosnac niedopuszczalnie przez nawet tysiace
kolejnych krokow. Latwym sposobem sprawdzenia powyzszego jest za-
burzenie warunku poczatkowego np.: o 107°. Rozwiazanie réwnania

(5.1.1) dla t = 100:

y(t)

y(0)=-1 20,426898

y(0)=-1+10"° -1,48012
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Powazna niezgodnos¢ wskazuje, ze roznica rzedu 10™° moze prowadzi¢
do radykalnie roéznych wynikow. Wykres przedstawiony na Rys. 5.1

wskazuje, ze rozwigzanie jest dobre dla wszystkich tdo t= 70.

Rys. 5.1 Nie zaklécone rozwigzanie jest pokazane gruba szara linia [5]

Zaburzenie rzedu 107° prowadzi do rozwiazania y(l OO) =-0,42444 . Jest

tak poniewaz zaburzenie jest pomijalne w stosunku do lokalnego bledu
obciecia, wiec jest skutecznie zgubione. Aby test mial sens, zaburzenie
musi by¢ tego samego lub wiekszego stopnia co lokalny btad z obcina-
nia.

W programie Mathematica mozemy zmienic¢ lokalny blad algoryt-
mu poprzez zmiane dokladnosci (AccuracyGoal). Zwiekszenie dokladno-
Sci do 10 cyfr, powoduje wydajniejsze dziatanie algorytmu, co uwidacz-

nia sie¢ w zgodnosci rozwiazan do t = 80, jak przedstawia Rys. 5.2

Rys. 5.2 Zwickszona dokladnosé prowadzi do zgodnosci rozwiazan do t = 80 [5]

Podobnie zachowuje sie¢ przyklad z rozdzialu czwartego (4.3.3).

Ponowne rozwigzanie tego przykladu dla warunkow poczatkowych za-

29



Arkadiusz Antczak

ktéconych wartoscia rzedu 107, prowadzi do pogorszenia wynikéw, co

zaobserwowac mozna na wykresie

ylt]

Rys. 5.3 Zaklocenie zmniejsza przedzial dokladnego rozwiazania [35]

5.2 Precyzja, dokladnos¢, skala

Mathematica jest w stanie zaokraglic licze rzeczywista do dowolne;j
liczby znakow [6]. Ogolnie, precyzja liczby rzeczywistej to liczba cyfr
dziesietnych, ktore sg traktowane jako znaczace w obliczeniach. Do-
ktadnosé to liczba cyfr, ktora pojawia sie na prawo od znaku (kropki,
przecinka) dziesietnego. Skala, to liczba cyfr zajmujaca miejsce z lewej

strony znaku dziesietnego. Budowe liczby obrazowo prezentuje Rys. 5.3

Precyze
X1 X2 --- X5 Xst1 X2 * Xsta
Skale Dokfadnosé
Rys. 5.3

Przyblizona liczba rzeczywista zawsze niesie ze soba niepewnosc¢ co do

jej wartosci, zwiazana z liczbami poza tymi znanymi. Precyzja ustala
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miare wzglednego rozmiaru tej niepewnosci. Dokladnos¢ daje miare
bezwzglednego jej rozmiaru .
Program Mathematica zostal tak stworzony, Ze jezeli pewna liczba

x posiada niepewnos¢ p, wtedy jej prawdziwa wartos¢ moze lezeC w
interwale o rozmiarze p od x - p/2 do x+ p/2. Gdy liczbe przyblizamy

z dokladnoscia a to jej niepewnosc¢ jest rzedu 107, podczas gdy nieze-
rowe przyblizenie liczby z precyzja p, posiada niepewnosc¢ zdefiniowana
jako |x|10"p.

Wynika stad, ze wszelkie obliczenie wykonywane w Mathematic’e,
dla zadanych precyzji lub dokladnosci liczb wykonywane sag
w arytmetyce interwalowe;j.

Zbior interwalow na osi liczb rzeczywistych jest zdefiniowany jako

IR ={a]=|a,a| |a,a OR,a < a} [10].

Jezeli a=a wtedy [a] jest interwalem punktowym; jezeli a =0
wtedy [a] jest nieujemny ([a]ZO); jezeli a=-a wtedy [a] jest syme-
tryczny. Dwa interwaly [a] i [b] sa réwne jezeli a=b ia=h.

Niech [a] i [p|OIR, i oO{+-*/}. Operacje arytmetyki interwatowej sa
zdefiniowane [10] jako:

[alo[p]={xy [xDlaly D), 0D[b]edy o=/ (5.2.1)
co moze by¢ zapisane za pomoca réwnowaznych wzoréw (pomijamy

o W zapisie)

[a] +[p] =|a +b,a+b)| (5.2.2)
[a]-[p] =|a-Db,a-b| (5.2.3)
la][p] = |min{ab,ab, ab, ab},max{ab, ab,ab,ab}| (5.2.4)
lal/[p] = |a,a)i/Ba/b),  oO[b]. (5.2.5)

Definicja (5.2.1) i wzory (5.2.2 — 5.2.5) moga byc¢ rozszerzone na
wektory i macierze. Jezeli skladowe wektora lub macierzy sa interwata-
mi to mamy wektor lub macierz interwatowa.

Za pomoca symboli [J i [J oznaczamy zwyczajne zawieranie zbio-

row (inkluzje). Mamy inkluzje interwalow
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[a]0[p] - a2bias<h (5.2.6)
i odpowiednio

[a]JO[p] = a>bia<b (5.2.7)
Zdefiniujmy jeszcze kolejne wielkosci dla interwatow [10]

- szerokos¢ w([a]) =a-a, (5.2.8)
- punkt srodkowy m([a]) = (a +g)/2, (5.2.9)
- modut[a] = max{JE, g}, (5.2.10)

Dzialania w arytmetyce interwalowej sa wlacznie monotonicznie.
To jest, dla interwaléw rzeczywistych [a], [al], [b] i [bl] tak ze, [a] O [al]
i [p]0[b,],
lalo[plOla]o[n],  <0{+-%/} (5.2.1)1

Mimo ze, dodawanie i mnozenie interwalow jest lgczne, prawo
rozdzielnosci na ogot nie utrzymuje sie. To jest, latwo mozemy nalezc
trzy interwaly [a], [b] i [c] dla ktorych [a]([b] + [c]) 7 [a][b] + [a][c].
Jakkolwiek, dla kazdych trzech interwatow [a], [b] i [c] , prawo subdys-
trybucji [a]([b]+[c]) O [a][b]+[a][c] utrzymuje sie. Ponadto, istnieja szcze-
golne przypadki, w ktorych prawo rozdzielnosci [a]([b] + [c]) = [a][b] + [a][c]
utrzymuje sie w mocy. Na przyklad, dla [b][c] >0, gdy [a] jest interwa-
lem punktowym, lub gdy [b] i [c] sa symetryczne. W szczegbdlnosci, dla
a R, ktore moze bycC interpretowane jako interwal punktowy [a,a]

i interwalow [b] i [c], mamy a'([b] + [c]) = a'[b] + a'[c].

5.3 Arytmetyka duzych liczb zmiennoprzecinko-

wych

Model  arytmetyki duzych liczb  zmiennoprzecinkowych
w Mathematice (,Significance Arithmetic”) jest odmiana arytmetyki in-
terwalowej, gdzie pojedyncza liczba zmiennoprzecinkowa jest wykorzy-

stana do okreslenia btedu [9]. Kiedy liczba cyfr znaczacych nie jest za
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matla, ten model dokladnie odpowiada arytmetyce interwatowej, podczas
gdy jego ,wydajnosc” jest wieksza. Model ten moze byc¢ uzyty do spraw-
dzenia uwarunkowania algorytmow i dlatego daje dobre wskazania, ile
cyfr rozwigzania jest godnych zaufania. Ten mechanizm posiada wazne
znaczenie, szczegolnie w dokladnym okresleniu rozchodzenia sie bledu
zaokraglenia w obliczeniach numerycznych.

Model uzyty dla arytmetyki duzych liczb zmiennoprzecinkowych jest na-
stepujacy

Precyzja[x] == Skala|x] + Dokladnos¢[x]
Jak juz wspomniano w poprzednim podrozdziale, kazda duza licz-
ba zmiennoprzecinkowa w rzeczywistosci jest pseudo-interwalem
z bledem 107, gdzie a to Dokladnosé. W ten sposob dokladnosé jest

ujemna wartoscia rozmiaru bledu. Dokladnosé i Precyzja reprezentuja

bezwzgledna i wzgledna skale btedu. Blad bezwzgledny to log|err

)

a blad wzgledny log

%‘. Od kiedy dokladnosc i precyzja sg wlasciwie
cialem w strukturze duzych liczb, skala moze byc¢ od razu stwierdzona
jako roznica obydwu wielkosci.

Wartosc¢ precyzji jakiej mozemy sie spodziewac¢ w wyniku, rozni sie
dla kazdej funkcji. Niektore funkcje moga podnieS¢ wartoSC precyzji.
Sposob w jaki btad sie propaguje, moze byc zilustrowany za pomocs ilo-
razu rozniczkowego, ktory mozemy zapisac jako [9]

Af(z) = f(z)0z (5.3.1)
gdzie A reprezentuje operator roznicowy. Iloraz rozniczkowy jest linowag
aproksymacja szacujaca wariacje funkcji. Jako przyklad, funkcja btedu
Erf potrafi da¢ wynik, ktory jest bardziej precyzyjny niz wartos¢ wej-
Sciowa
z = N[20,20] = 20.000000000000000000
Erf[z] = 0.9999999999999999999999999999999999999999999999999
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999
999999999999460413438839209907
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Skala btedu wynosi -192.
Glownym celem ,Significance Arithmetic” jest prawidlowe oszacowanie
liczby poprawnych cyfr w wyniku. Ten model arytmetyki dziala popraw-
nie dbajac jednoczesnie, aby dlugosc¢ przedziatu reprezentujacego blad
byla stosunkowo mniejsza do rozmiaru reprezentowane;j liczby.

W tym paragrafie przedstawiono ogolny zarys arytmetyki w Ma-
thematice, ze wzgledu na jej duza zlozonosc¢. Wiecej informacji na temat

yoignificanceArithmetic” mozna znalez¢ w [6] oraz w [9].
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6 Metoda kolokaciji

Metoda kolokacji jest znana od bardzo dawna, a jej schemat wy-

glada nastepujaco [4]. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe (6.1)
y'(t)=rley)  f:lt.blxR™ - R

AT o1

Dla utatwienia opisu metody zakladamy, ze m = 1. Wartos¢ n jest
dobrana tak, aby wartosci to, ti, ...,tn; znalazty sie¢ w dziedzinie catkowa-
nia. Nalezy zauwazy¢, ze pierwszy punkt znajduje si¢ na poczatku prze-
dzialu czasowego, ale t,.; nie koniecznie znajduje si¢ na jego koncu.
W zwigzku z powyzszym przybliZzone rozwiazanie y(t) jest obliczane jako

wielomian P(t) spetliajacy (6.1) w kazdym punkcie to, ti, ...,tn.; . To jest

{P’(ti) = f(¢t,Pt)), i=01,..n-1,

_ (6.2)
P(to) = Yo

Jezeli wielomian P(t) jest zdefiniowany jako:

Pit)=a,t" +a,t"" +...+a ,t+a,, (6.3)

Wtedy jego wspolczynniki sa obliczane jako uklad n+1 réwnan (6.2).
Uklad ten jest liniowy lub nieliniowy w zaleznosci od tego czy funkcja

f (t, y(t)) jest liniowa lub nieliniowa. Uzywajac ponizszych oznaczen:

nt)™ (n-1)tn2 2t, 1
n-1 _ n-2
U= nt% (n ?)t1 2.t1 , 6.4
nty (n—1)t2 2t 1
Al = (ao,al,...,an_l), uktad (6.2) mozna zapisac jako:
f(t,. P(t,))
o E , 6.5
flt,,P(t,) (6.5)

p (to) = Yo>
Rozwiazanie uktadu (6.5) daje wspotczynniki a; przyblizanego wie-

lomianu. Drugi element ukladu wymaga n wyliczen funkcji f (t,y)
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w kazdym punkcie t. To samo dotyczy macierzy U. Nalezy zauwazyc¢ iz
macierz U jest macierza kwadratowa stopnie n, a rozwiazanie ukiladu
(6.5) daje wartosci wspolczynnikow a,,a,,...,a,. W ogolnych przypad-
kach m- wymiarowego uktadu rownani rézniczkowych, przyblizenie jest
dokonywane za pomocg m wielomianow, a wymiar ukladu réwnan (6.5)
jest m><(n+1).

Do rozwiazywania liniowych ukladow rownan zostata wykorzysta-
na funkcja Mathematic’i NSolve bazujaca glownie na metodach Gaussa
z iloczynami Markovitza, a dla ukladow rozbudowanych oblicza nume-
ryczne bazy Grobnera, uzywajac efektywnego uporzadkowania jedno-
mianow, a nastepnie przy uzyciu metody wlasnej do uzyskania pier-
wiastkow rownania. Natomiast uklady nieliniowe rozwiazywano przy
uzyciu funkcji FindRoot, ktéra korzysta z ttumionej (dumped) metody
Newtona, metody siecznych lub metody Brent'a.

Jednakze metoda kolokacji przedstawia soba pewne trudnosci,
ktore ujawniaja sie¢ w wyborze stopnia n wielomianu. Dla zadanego wa-
runku poczatkowego i danych warunkow poczatkowych istnieje opty-
malna liczba stopnia wielomianu, dzigki ktorej zwieksza sie dokladnosc
rozwigzania. Niestety tego optymalnego stopnia wielomianu n nie mozna
obliczy¢ bez oszacowania propagacji bledu zaokraglen. Szczegoly na ten
temat mozna znalez¢ w [4]|. Ta praca ograniczy sie tylko do wykorzysta-
nia metody kolokacji wraz z obliczeniami wysokiej precyzji dostepnymi

w Mathematice.

6.1 Weryfikacja metody

Powr6o¢émy ponownie do zagadnienia (4.3.1) i rozwiazmy je uzywa-
jac metody kolokacji (kod zrodtowy znajduje sie¢ w zataczniku 1).
Rozwiazanie problemu (4.3.1) przedstawia Rys. 6.1
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1

0.8t

0.6 ¢

0.4

0.2+

Rys. 6.1

W tabeli ponizej zestawiono wyniki uzyskane w rozdziale 4 oraz dzieki

metodzie kolokacji. Latwo zauwazyc¢ iz metoda daje przy takich samych

warunkach rozwigzanie dokladne.

t Auto Euler RK Metoda y*
kolokacji
0 1 1 1 1 1
0,25 0,778801 |0,778716 0,778801|0,778801 |0,778801
0,5 0,606538 |0,605436 0,606531|0,606531 |0,606531
0,75 0,47246 0,45901 0,472367|0,472367 |0,472367
1 0,369022 |0,205457 0,367888|0,367879 |0,367879
1,25 0,300424 |-1,6882 0,286613|0,286505 |0,286505
1,5 0,392702 |-23,7847 0,224452|0,22313 0,22313
175 2,23959 -291,704 0,189875|0,173774 |0,173774
2 25,3021 -3548,41 0,33149 |0,135335 |0,135335
2,25 306,699 -43141,9 2,49506 |0,105399 |0,105399
2,5 3735,16 -524504 29,1941 |0,082085 |0,082085
2,75 45502,6 -6,3767x106 | 354,721 |0,0639279 |0,0639279
3 554335 -7,7526 x1074320,66 |0,0497871 |0,0497871

37




Arkadiusz Antczak

Wykorzystajmy rowniez te metode do rozwiazania rownania

(4.3.2), a rozwiazanie przedstawmy na wykresie (Rys. 6.2). Porownujac

poprzednie rozwigzania (Rys 4.8) z obecnym, tatwo zaobserwowac zgod-

nos¢ rozwiazania przy uzyciu metody kolokacji z rozwiazaniem doktad-

nym. Ten i powyzszy przyklad udowadniaja shusznos¢ metody przy nu-

merycznym rozwiazywaniu rownan rozniczkowych, zwlaszcza tych, nie

dajacych sie rozwigazac w sposob dokladny popularnymi metodami nu-

merycznymi.
Yl

L N W b

t]

Rys. 6.2
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7 Metoda Taylora

Metoda Taylora jest metoda ogolnego zastosowania oraz wzorcem,
do ktorego porownuje sie dokltadnosc¢ rozwigzania roznych metod nume-
rycznych do rozwiazywania zagadnien poczatkowych [3].

Zalozmy, ze y(t) ocht [to,b]i y(t) posiada rozwiniecie w szereg

Taylora rzedu N w okolicy statego punktu ¢, [ [to,b] :

y(tk +h):y(tk +hTN(tk’y(tk))+O(hN+l))’ (7.1)
gdzie

N .,0) .
1ol )= 3, 72

i y(t)= £, y(¢) oznacza (j-1)-ta pochodna funkcji f po czasie
y y J J

t. Wzory dla rézniczkowania moga byc¢ liczone rekursywnie

ylt)=r

y'O)=fi+fy =f+f,f

yol )= fo+2f,y + fy + W)Y (7.3)
= fu*2f f+ Fuf?+ £\ + 1, 1)

i ogolnie

y™(t) = PV (e y(t)), (7.4)

gdzie P jest operatorem rozniczkowym P = (% +f OiJ
y

PrzybliZzone numeryczne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

y'(t) =f (t,y) w przedziale [to,tm] jest obliczane przy uzyciu wzoru (7.1)
w kazdym podprzedziale [tk, tk+1]’ Ogoblny krok dla modelu Taylora stop-

nia N wynosi

dh’ AR, dyh”
20 3l N

gdzie d; = y(j)(tk) dla j=1,2,...,N w kazdym kroku k=0,1,..., M. Kod

(7.5)

Y =Y td R+

K

zrodlowy metody [12] zostal zawarty w zalaczniku nr 3.
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8 Wyniki numeryczne z wnioskami

8.1 Prosty oscylator harmoniczny

Rozwiazmy teraz rownanie (3.2.3) przy uzyciu metody kolokacji
oraz wybranych metod oferowanych przez program Mathemetica. Za
wartosci wyjSciowe przyjmijmy:
a=1
c=1
t<0,25>

n = 180 - dla metody kolokacji

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia metoda Eulera przedstawia-
ja wykresy zamieszczone ponizej (Rys. 8.1 i Rys. 8.2). Drugi wykres
(Rys. 8.2) przedstawia rozwiazanie w przestrzeni fazowej. Latwo zaob-

serwowaC w nim ,rozjezdzanie sie” rozwiazania.

\ \ / \
o \J \/

Rys. 8.1

0.5

Rys. 8.2
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Ponizsze rozwiazanie zostalo uzyskane przy uzyciu metody Run-
ge-Kutty. Jak mozna zauwazy¢ na zalaczonych ponizej wykresach (Rys.

8.3 1 Rys. 8.4) rozwiazanie jest duzo lepsze, bliskie rzeczywistemu.

1
0.5
05 ||
-1
Rys. 8.3
0.5 ¢

Rys. 8.4
Podobnie sytuacja wyglada dla rozwiazania przy pomocy metody

kolokacji Rys. 8.5 i Rys. 8.6. Rozwiazanie jest rowniez bardzo dokladne

i nie wykazuje tendencji do ,rozjezdzania”.

1y )
( \ LY
0.5} o ‘\‘ [ foo | !
\ | \ I
' / po \ | )
\ ' | )
| / | ‘ |
[ R A D L A (
5 1 1o, 1500 ) 2s
“u‘ / b \ ‘( | f
05 ) W o (
‘ - [ Lo -
-1 v v, N '/
Rys. 8.5
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0.5

Rys. 8.6

Jak widac¢ na zalaczonych wykresach metoda Eulera dla tak
sformulowanego zagadnienia nie daje oczekiwanego wyniku. Inaczej sy-
tuacja wyglada dla metody R-K oraz metody kolokacji. Obie metody,
mogloby sie wydawac, daja wyniki identyczne. Pelne poréwnanie wyni-
kow przedstawia ponizsza tabela. Ze wzgledow praktycznych niemozliwe
bylo podanie wynikow w pelnej precyzji, wiec ograniczono sie do poda-

nia wynikow z mniejsza liczba cyfr po przecinku.
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8.2 Drgania tlumione

Rozwiazmy teraz pierwszy przykltad rozdzialu 3.3, opisany rowna-
niem (3.3.1). Rozwiazania zostang przedstawione analogicznie jak wyzej.

Zagadnienie zostalo rozwigzane dla ponizszych parametrow:
c=2

k=0.1

t<0,50 >

n = 220 - dla metody kolokac;ji
q(0)=0

p(0)=1

Rys. 8.8

Powyzsze wykresy (Rys 8.7, Rys.8.8) przedstawiaja rozwiazanie

metoda Eulera. Z wykresow nie mozna w sposob jednoznaczny odczytac

44



Arkadiusz Antczak

poprawnosci rozwigzania. Pozwoli na to natomiast analiza tabeli za-

mieszczonej na koncu punktu.

Rys. 8.10

Wykresy (Rys. 8.9, Rys. 8.10) sa wynikiem rozwigzania zagadnie-

nia metoda R-K, a ponizej pokazano rozwiazanie metoda kolokacji

(Rys. 8.11 I Rys. 8.12)

-0.25

-0.75

45



Arkadiusz Antczak

Rys. 8.12
Analizujac tabele mozna zauwazyC rozbieznosci pomiedzy po-
szczegOlnymi rozwiazaniami. Najwieksze rozbieznosci wystepuja pomie-
dzy metoda Eulera a pozostalymi. Pomiedzy metoda RK a metoda kolo-

kacji roznice w rozwiazaniu sa niewielkie.
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8.3 Wahadlo nieliniowe

Rozwiazanie nieliniowego zagadnienia (4.3.2) dla tD<O,100> przy

uzyciu metody Taylora, dla N=5, przedstawia ponizszy wykres
(Rys.8.13). Problem ten (y"(t)+10sin(y(t))=O) zostal rozwiazany po

sprowadzeniu do uktadu rownan rézniczkowych pierwszego rzedu:
{x' (t) = —10Sin(y(t))
y'(t) = x(¢) (8.3.1)
x(0)=1, y(0)=0

0.3
0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

Rys 8.13

Rys 8.14

Porownujac rozwigzania w przestrzeni fazowej metoda Taylora
(Rys.8.14) z rozwiazaniami uzyskanymi w rozdziale czwartym (Rys.4.3,
Rys.4.5 i Rys.4.7), latwo zauwazy¢ wyzszos¢ modelu Taylora zad pozo-

staltymi metodami.

48



Arkadiusz Antczak

Rozwiazanie tego samego problemu dla t0(0,3) metoda

Taylora przedstawia sie nastepujaco (Rys.8.15)

0.3
0.2

0.1

0.5 15 2.5 3

=

-0.1

-0.2

-0.3

Rys 8.15

Rozwiazanie takiego zagadnienia nieliniowego metoda kolokacji
nastrecza pewnych trudnosci obliczeniowych, zwlaszcza dla duzych
t.. Wynika to z problemu jaki za sobg niesie rozwigzywanie uktadu row-
nan nieliniowych. Kod metody kolokacji do rozwigzywania rownan roz-

niczkowych nieliniowych zawiera zalacznik nr 2. W zwiazku

z powyzszymi zagadnienie (4.3.2) zostalo rozwiazane dla t1(0,3) co

przedstawiaja ponizsze wykresy. (Rys.8.16 i Rys.8.17)

0.3
0.2

0.1

0.5 1 15 2 2.5 3
-0.1

-0.2

-0.3 -

Rys 8.16
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| / 0.2}

/ 01}

-1 -0.5
\ -0.1 }

N 0z

T— .03 |

0.5 1

Rys 8.17

Szczegolowe porownanie wynikow przedstawia tabela zamieszczo-

na ponizej. Wyniki, ze wzgledu na czytelnosc, przedstawiono z mniejsza

liczba miejsc po przecinku w stosunku do wyliczonych.

Model Taylora Metoda Kolokacji
0 0 0
0.5 [0.31756040620705207516203 |0.31756333492511240817324
1 [-0.0002431944998414920856 |- 0.0002428836481476256024
1.5 |- 0.3175602215313159612058 |- 0.3175631505742390864290
2 10.00048638885584905213255 |0.00048596338761509084029
2.5 |0.31755985217994706841670 |0.31756278172319703888769
3 |- 0.0007295829241888580858 |- 0.0007288349345711015324

Z analizy tabeli mozna wyciagnac¢ wnioski o zblizonej dokladnosci
metody kolokacji i metody Taylora, co nalezy uznac za zalete metody
kolokacji. Jednakze szersze wykorzystanie metody kolokacji dla réznicz-
kowych rownan nieliniowych jest ograniczone szybkoscia i pamiecig

komputera.
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Zalacznik 1

pli_t_,a_n_]:=

Sum|[Subscript[a,(j-1)*(n+1)+i]*t"(n+1-i),{i, 1,n}]+Subscript[a,j*(n+1)];
(*tworzenie wielomianu¥*)
dplj_,t_,a_,n_|:=

Sum|(n+1-i)*Subscript|a, (j-1)*(n+1)+i]*tN(n-i),{i, 1,n-1}]+

Subscript|a,j*(n+1)-1];

(*tworzenie pochodniej wielomianu ¥)
rfj_t_a_n_|:==Sumla[[(j-1)*(n+ 1)+i]][*t"(n+1-i),{i, 1,n}]+a[[j*(n+1)]];
(*tworzenie pomocniczego wielomianu *)

(*tworzenie ukladu réwnan - symbolicznie*)
makeeq[p_,fun_,tv_,y0O_,a_,n_,m_J:=
Module[{eql,eqr,eq,pom1,pom2,pom3},
eql={;eqr={;
pom3=Table[plj,tv,a,n],{j,1,m}];
Dol
pom=dpl[j,tv,a,n];
eql=Join|eql,pom];
pom=plj,tv[[1]],a,n];
eql=Join[eql,{pom}];
(F==========%)
pom1=p[j,tv,a,n];
pom?2=fun][j,tv,pom3];
eqr=Join[eqr,pom?2];
eqr=Join[eqr, {yO[[j]}],
§,1,mj];
eq=eql-eqr;
Return[{eql,eqr,eq}]
I;
h=Abs[(t0-tn)/(n-1)]; (* krok metody¥)
tv=Table[tO+(i-1)*h,{i,1,n}]; (* podzial przedziatu czasowego¥)
meq=makeeq[p,fun,tv,y0,a,n,m|; (*tworzenie ukladu réownan dla zadeklarowanych
zmiennych*)
meq 1=meq[[3]];
vars=Table[Subscript[a,i],{i,nofe}];
sol=NSolve[meql,vars,WorkingPrecision]->wp]; (*rozwiazanie ukladu réwnan*)
varsval=vars/.soll;
Do[wyn[j]=Table[{tv[[i]],r[j,tv[[i]],varsval,n]},{i,1,n}],{j,1,m}|
Do[wyn2=Table[{r[1,tv[[i]],varsval,n],r[2,tv[[i]],varsval,n]},{i,1,n}]]
kka=Table[{i,r[1,i,varsval,n],Precision|r[1,i,varsval,n]]},{i,0,tn,5}]
Needs["Graphics Colors™];
Do|pl[j]=ListPlot[wyn]j],PlotJoined->True,AxesOrigin->{0,0},
DisplayFunction->Identity,PlotRange->All,PlotStyle->{GrayLevel[0.1+0.2j],
Dashing[{0.01+0.01j}]}],{j,1,m}]
plotlist=Table[pl[j],{j, 1,m}]
Show|[plotlist,DisplayFunction->$DisplayFunction]
ListPlot[wyn2,PlotRange->All,PlotJoined->True,AxesOrigin->{0,0},PlotStyle->Red]
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Zalacznik 2

pli_t_,a_n_]:=
Sum|[Subscript[a,(j-1)*(n+1)+i]*t"(n+1-i),{i, 1,n}]+Subscript[a,j*(n+1)];
(*tworzenie wielomianu¥*)
dplj_,t_,a_,n_|:=
Sum|(n+1-i)*Subscript|a, (j-1)*(n+1)+i]*tN(n-i),{i, 1,n-1}]+
Subscript|a,j*(n+1)-1];
(*tworzenie pochodniej wielomianu ¥)
rfj_t_a_n_|:==Sumla[[(j-1)*(n+ 1)+i]][*t"(n+1-i),{i, 1,n}]+a[[j*(n+1)]];
(*tworzenie pomocniczego wielomianu *)
(*tworzenie ukladu réwnan - symbolicznie*)
makeeq[p_,fun_,tv_,y0_,a_,n_,m_J:=
Module[{eql,eqr,eq,pom1,pom2,pom3},
eql={;eqr={;
pom3=Table[plj,tv,a,n],{j,1,m}];
Dol
pom=dpl[j,tv,a,n];
eql=Join[eql,pom];
pom=pl[j,tv[[1]],a,n];
eql=Join|eql,{pom}];
(F==========%)
poml=p[j,tv,a,nj;
pom2=fun]j,tv,pom3]J;
eqr=Join[eqr,pom?2];
eqr=Join[eqr, {yO[[j]}],
{1, mj];
eq=eql-eqr;
Return[{eql,eqr,eq}]
I;
h=Abs[(t0-tn)/(n-1)]; (* krok metody*)
tv=Table[tO+(i-1)*h,{i,1,n}]; (* podzial przedzialu czasowego*)
meq=makeeq[p,fun,tv,y0,a,n,mj;
(*tworzenie ukladu réwnan dla zadeklarowanych zmiennych?)
meq 1=meq[[3]];
vars=Table[Subscript|a,i],{i,nofe}];
sol=FindRoot[meq1,vars,MaxIterations->Infinity, WorkingPrecision->wp];
varsval=varspom/.sol;
Do[wyn[j]=Table[{tv|[[i]],r[j,tv[[i]],varsval,n]},{i,1,n}],{j,1,m}|
Do[wyn2=Table[{r[1,tv[[i]],varsval,n],r[2,tv[[i]],varsval,n]},{i,1,n}]]
kka=Table[{i,r[1,i,varsval,n],Precision|r[1,i,varsval,n]]},{i,0,tn,5}]
Needs|["Graphics Colors™];
Do|pl[j]=ListPlot[wyn]j],Plotdoined->True,AxesOrigin->{0,0},
DisplayFunction->Identity,PlotRange->All,PlotStyle->{GrayLevel[0.1+0.2j],
Dashing[{0.01+0.01j}]}],{j,1,mj}]
plotlist=Table[pl[j],{j, 1,m}]
Show/[plotlist,DisplayFunction->$DisplayFunction]

ListPlot[wyn2,PlotRange->All,PlotJoined->True,AxesOrigin->{0,0},PlotStyle->Red]
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Zalacznik 3

tmode-
sol[F_,vars_,n_|:=Module[{ndim=Length|[vars],FO,F1,J1,tp,k,vars0},varsO=Table[Subscri
pt[x,1,0],{i,1,ndim}|;
FO=F;Do[FO0=F0/ .{vars|[i]]- >varsO[[i]]},{, 1,ndim}];
taypol=varsO;tp=h;F1=F0;
taypol+=F1*tp;
Do[J1=Table[D[F1[[i]],varsO[[j]]].{i,1,ndim},{j, 1,ndim}];
F1=J1.FO;tp*=h/k;
taypol+=F1*tp,{k,2,n}];
J1=Table[D[F1[[i]],varsO[[j]]],{i, 1 ,ndim},{j, 1,ndim}|;
F1=J1.FO;k=n+1;tp*=h/k;
tayres=F1*tp;
Return[{taypol,tayres}]
I;
(*wprowadzenie réwnan¥)
eql:={G={y,-10 Sin[x]}, vars={x,y}};
eq=eql
F=G
nFun=Length[F];
n=>5;
(*drukowanie rozwiazan*)
Print["SOLUTION:"[;
tmodesO1l:=tmodesol[F,vars,n]
tmodesO1;
Print["SIMPLIFIED SOLUTION:"];
tmodes011:=Simplify[0*tmodesO1]
tmodesO11;
Print["EXPANDED SOLUTION:"];
tmodes012:=Expand[tmodesO01]
tmodes012
ser=tmodes012[[1]];
(*warunki poczatkowe i czas poczatkowy*)
icl:={t0=0,xi0v={x10=1, x20=0}};
ic=icl
acc=200 (* doktadnosc¢ obliczen*)
icn={t0=0, xi0Ov=N[xiOv,acc]}
(* ilos¢ krokéw i czas obliczen*)
parl:={nstep=10000,dtime=1/100,dprint=1000}
par=parl
time=0;
xiOv
(* drukowanie wynikéw*)
Do[time=time+dtime;
wyn=ser/.{h->dtime};
Do[wyn=wyn/.{Subscript[x,i,0]->xiOv[[i]]},{i, 1, nFun}|;
xi0Ov=wyn;
sol[i]=wyn;
If[Mod|i,dprint]=-0,Print[i," ",time," ",wyn]|,
{i,1,nstep}
]
FullForm|sol[nstep]]
(*drukowanie wykresow?)
Print["Plot:"]; nFun=Length|vars]; Do[sol2plot=Table[{i*dtime,sol[i][[solnr]]},{i,1,nstep}];
pll=ListPlot[sol2plot,PlotJoined->True], {solnr,l,nFun}]
Do[sol2plot2=Table[{sol[i][[1]],sol[i][[2]]},{, 1,nstep}];
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pl2=ListPlot[sol2plot2,PlotJoined \ [Rule]|True], {solnr,1,nFun}];
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