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Streszczenie

Praca posSwiecona jest optymalizacji parametréw konstrukeji, struktur
materiatéw oraz parametréw metod obliczeniowych stosowanych w obliczeniach
mechaniki stosowanej. Zaimplementowany algorytm genetyczny wykorzystywany
jest do wyznaczania optymalnego potozenia Zrodel, ktére w =zaleznoSci od
rozpatrywanego problemu s3 Zrédtami ciepta w zagadnieniach ustalonego
przewodzenia ciepta, jak rowniez osobliwo$ciami rozwigzan zastosowanej metody
numerycznej - metody rozwigzan podstawowych. W pracy wykazano, ze
zastosowanie algorytméw genetycznych pozwala poprawi¢ jako$¢ wynikow
uzyskiwanych podczas rozwigzywania zagadnien z uzyciem metody rozwigzan
podstawowych - jako przyktady przeanalizowano réwnanie biharmoniczne oraz
zagadnienie Motza. Ponadto w pracy wykazano skuteczno$¢ metod hybrydowych,
taczacych procedury optymalizacyjne z procedurami numerycznymi stuzacymi do
obliczania wybranych probleméw brzegowych. Zaprezentowano wyniki
optymalizacji konstrukcji wymiennika ciepta, w ktorym Zrédta ciepta byty
optymalizowane przy pomocy algorytmu genetycznego, za$§ rozwigzania
zagadnienia ustalonego przewodzenia ciepta wykonano przy pomocy procedury
implementujacej metode elementéw skonczonych. Przedstawiono takze wyniki
uzyskane w obliczeniach majacych na celu optymalizacje struktury kompozytu
w calu uzyskania optymalnego wspdéiczynnika przewodzenia ciepta.

Abstract

The work is devoted to optimization of construction parameters, material
structure and numerical method parameters used in applied mechanics
calculations. The implemented genetic algorithm is used to determine optimal
position of sources, which according to considered problem denote heat sources in
steady heat transfer problems or singularities in the method of fundamental
solutions used in numerical calculations. It has been shown that genetic algorithm
application allows to improve the quality of results obtained in calculations using
the method of fundamental solutions. Two problems were analysed as examples:
biharmonic equation and the Motz problem. Furthermore, the effectiveness of
hybrid methods (optimization method and numerical method used in solving
boundary problems combined together) has been demonstrated. There are
several examples of construction optimization of the heat exchanger presented, in
which heat sources are optimized by genetic algorithm and the steady heat
transfer problem is solved by the finite element method. The results obtained in
optimization of composite structure, aimed to find optimal effective heat transfer
coefficient, were also presented.



1 Wprowadzenie

1.1 Stan badan

Zagadnienia optymalizacji sg obecnie nieodtagcznym aspektem zaréwno
dziedzin technicznych jak i nietechnicznych. Minimalizacja kosztow,
maksymalizacja parametréw konstrukcyjnych, skrocenie czasu pracy, poprawa
efektywnosci proceséw - to tylko nieliczne przyktady spotykane w codziennej
praktyce. Wspoétczes$nie, proces optymalizacji mozna znaczaco utatwi¢ poprzez
przeprowadzenie eksperymentow numerycznych, zastepujac tym
przeprowadzenie dtugotrwatych i ktopotliwych badan empirycznych, przy czym
czesto doswiadczalne przeprowadzenie optymalizacji jest w ogdle niemozliwe
z powodu ztozonosSci rozwazanego problemu. W takich przypadkach algorytmy
optymalizacyjne oraz procedury obliczeniowe pozwalajace symulowa¢ wybrane
zagadnienia s3 nie tylko pomoca, ale wrecz niezbednym narzedziem w pracy
inzyniera. Zastosowanie metod optymalizacyjnych w projektowaniu konstrukcji
jest przedmiotem wielu badan i opracowan [Ost2003 ]. Problem optymalizacji,
czyli wyszukiwania rozwigzania lepszego niz znane dotychczas, moze by¢
sprowadzone do matematycznego zagadnienia wyznaczania ekstremum funkcji
[Mil1999]. Czesto jednak, optymalizowana funkcja jest bardzo ztoZona, a proces
optymalizacji bardzo skomplikowany. Do tej pory wypracowano wiele metod
optymalizacyjnych, z czego niektéore sa dedykowane do pewnych szczegélnych

typow zadan, a inne sg uniwersalne.

Wiele zagadnien technicznych modelowanych przy pomocy rdéwnan
rézniczkowych rozwigzywanych jest przy pomocy metod numerycznych, przy
czym najczesciej obecnie stosowang metodg w praktyce inzynierskiej jest metoda
elementéw skonczonych [Zie2000, Rak2005]. Metoda elementéw skonczonych
(MES) jest metoda siatkowg, co oznacza, ze w celu uzyskania rozwigzania nalezy
dyskretyzowac¢ rozwazany obszar pokrywajac go siatka weztéw wyznaczajacych
elementarne podobszary. Inng znang metoda siatkowa jest metoda elementéw
brzegowych [Bre1992, Bur1995], ktéra bazujac na rozwigzaniu podstawowym

przeksztatca réwnania opisujgce zagadnienie w rozwazanym obszarze do



brzegowych réwnan catkowych, co zmniejsza wymiar problemu i moze
przyspieszy¢ obliczenia. W metodzie tej dyskretyzacja na elementy nastepuje

wyltacznie na brzegu obszaru.

Alternatywa dla metod siatkowych sg tzw. metody bezsiatkowe stanowigce
przedmiot intensywnych badan, jednak ich komercyjne wykorzystanie nie jest
powszechne. Analizujgc literature mozna znaleZ¢ zaréwno zwolennikéw jak
i przeciwnikéw tych metod. Istniejg jednak pewne obiektywne Kkryteria, ktére
przemawiajg za wyborem Kkonkretnej metody. Zwraca sie szczeg6lng uwage
[Cza2010] na to, iZ zastosowanie metody elementéw skoniczonych moze rodzic¢
problemy z zachowaniem ciggtos$ci pola naprezen, jak rowniez z uwzglednieniem
ré6znorodnosci  wtasciwoéci  materiatowych  ztozonych  materiatéow  np.
kompozytéw. Z kolei wada metod bezsiatkowych jest m.in. odpowiedni dobér
parametrow samej metody, jak rOwniez pojawiajace sie w niektorych z metod

problemy z implementacja i spetnieniem warunkéw brzegowych.

Wsréd znanych i popularnych metod bezsiatkowych pozwalajgcych na
rozwigzywanie zagadnien brzegowych jest metoda Trefftza [Eis1995, Ake2000,
Li2004b]. Jest to metoda, w ktorej rownanie rzadzace jest spetnione w sposéb
Scisty przez wybrane funkcje prébne, co jest bardzo waznym atutem tej metody.
Metode te mozna stosowac zaré6wno w rozwigzywaniu jednorodnych [Che1989,
Kol1992, Zie1885] jak i niejednorodnych [Pou1998b, Kle2008] réwnan
rzadzacych. Wyznaczenie catki szczegblnej rownania niejednorodnego mozliwe
jest m.in. przez zastosowanie radialnych funkcji bazowych [Che2002a, Che2002b,
Ber2009]. Metode te mozna réwniez z powodzeniem stosowa¢ w zagadnieniach
zawierajacych osobliwosci [Li2004b], jak rowniez zagadnien obejmujacych wiele
potaczonych obszaréw [Che2006]. Jedna z mozliwych implementacji metody
Trefftza jest metoda kollokacji brzegowej, w ktoérej przyblizone spetnienie
warunku brzegowego jest realizowane przez kollokacje warunku w wybranych
punktach na brzegu obszaru. Ponadto, jeSli w metodzie kollokacji jako funkcje
probne wykorzysta sie rozwigzania podstawowe, wowczas metode te nazywa sie
metoda rozwigzan podstawowych. Obszerne oméwienie tej metody mozna

znaleZ¢ w pracach Kotodzieja [Kol2001, Kol2009] a jej praktyczne zastosowanie



mozna znaleZ¢ m.in. w pracach dotyczacych mechaniki ptynéw [Str2000, Str2005,

Jop2006] oraz przewodzenia ciepta [Kol1992].

W roku 2007 opublikowano prace [Che2007] wykazujaca, ze metoda Trefftza
jest rownowazna metodzie rozwigzan podstawowych (MRP), w ktorej funkcjami
probnymi s3 rozwigzania podstawowe rozwazanego roOwnania. Metoda ta,
zaproponowana zostata po raz pierwszy przez Kupradze i Aleksidze [Kup1963,
Kup1964a, Kup1964b], a jej numeryczng implementacje zaprezentowano
w pracach Mathona i Bogomolnego [Mat1977, Bog1985]. Metoda ta nazywana jest
takze metoda symulowanych tadunkéw [Kat1988, Nis2000, Nis2001, Nis2003].

Metoda rozwigzan podstawowych zyskata spora popularno$¢ wsrdd
specjalistdow zajmujacych sie metodami bezsiatkowymi i obecnie jest stosowana
w analizie bardzo wielu zagadnien, zaréwno jednowymiarowych [Smy2001],
dwuwymiarowych [Gol1995b, Kol2001, Jop2006], jak i tréjwymiarowych
[Pou2002]. W szczeg6lnosci, wykorzystano metode rozwigzan podstawowych do
rozwigzania zagadnien z osobliwo$ciami wystepujacymi na brzegu w skutek nagtej
zmiany warunku brzegowego [Geo1996, Gol2002] oraz w zagadnieniach

nieliniowych [Usc2008].

Cechg charakterystyczna tej metody sg punkty Zrodtowe czesto nazywane po
prostu Zrodtami. Sa to punkty, w ktorych wystepuja osobliwo$ci rozwigzan
podstawowych. Zaréwno liczba, jak i potozenie punktéw zZrédtowych wplywaja
w istotny sposob na jako$¢ rozwigzania, jednakze nie zostata do tej pory
zaproponowana analityczna metoda pozwalajagca na mozliwie najlepsze
rozmieszczenie tych punktéw. W zwigzku z powyzszym stosuje sie r6zne metody
w celu rozmieszczenia tych punktéw. Jedng z wariantéw jest réwnomierne
rozmieszczenie punktow na konturze w ksztatcie okregu znajdujagcym sie poza
rozwazanym obszarem [Bog1985], inng mozliwos$cig, najczesciej stosowana, jest
rozmieszczenie punktéw Zroédtowych na konturze geometrycznie podobnym do
brzegu rozwazanego obszaru [Kar1992, Kar1995, Kar1992]. Ostatnia
z wykorzystywanych metod polega na nieregularnym rozmieszczeniu punktéw
Zrédtowych. W przypadku nieregularnego rozmieszczenia punktéw Zrédtowych
mozna rozrozni¢ dwa podejscia: wspotrzedne punktéw Zrodtowych sa
niewiadomymi wyznaczanymi w tym samym cyklu obliczeniowym, w ktérym
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wyliczane sg wspétczynniki wagowe metody rozwigzan podstawowych [Fai1988,
Fai1989, Fai2003] co znaczaco wptywa na trudno$¢ rozwiagzania, gdyz zagadnienie
staje sie nieliniowe. Mozliwe jest rowniez rozmieszczanie punktéow Zrédtowych
losowo wokdt obszaru przed wykonaniem procedury rozwigzujacej uktad réwnan
metody rozwigzan podstawowych. Losowy uktad punktow zZrodtowych
analizowano w pracy Mitica [Mit2004] z ktorej wynika, Ze taki uktad punktow
moze by¢ rownie korzystny jak regularny rozkitad punktow na konturze podobnym
do geometrii obszaru. Nieregularny rozktad punktéw Zrddtowych optymalizowany
przez algorytm genetyczny zaprezentowano w pracach Nishimury [Nis2000,
Nis2002, Nis2003], gdzie analizowano zagadnienie wyznaczania potencjatu
elektrycznego dwéch elektrod znajdujacych sie w okreslonej odlegtosci od siebie.
I[stotny wptyw, jaki ma rozmieszczenie punktéw Zrédtowych na jako$¢ wynikow
uzyskiwanych przy pomocy metody rozwigzan podstawowych stat sie podstawag
do badan nad stabilnoS$cig i zbieznoscig tej metody. Jest to przedmiot takze
najnowszych badan dotyczacych tej metody [Kit1991, Bar2008, Che2008, Kle2008,
Alv2009, Won2011]. Problematyka rozmieszczenia punktéw Zrédtowych

w metodzie rozwigzan podstawowych jest wiec problemem waznym i aktualnym.

Potaczenie kilku metod numerycznych w celu poprawy uzyskiwanych
wynikéw nazywane jest metoda hybrydowa. Szczegélne znaczenie ma w tej
dziedzinie potaczenie metod optymalizacyjnych z metodami stuzgcymi do
rozwigzywania konkretnych probleméw technicznych. Jedng z popularniejszych
metod uzywanych w takich potaczeniach sg algorytmy ewolucyjne,

a w szczegoblnosci algorytmy genetyczne [Gen1997, Pas2005, Alm2009].

Optymalizacja konstrukcji, jak rowniez struktury i wtasciwosci materiatow
kompozytowych to problemy do ktérych czesto wykorzystuje sie metody
hybrydowe. Pozwala to na znaczace przyspieszenie procesu projektowania,
a w wielu wypadkach jest jedynym sposobem na przeprowadzenie optymalizacji,
poniewaz budowa prototypdéw jest niemozliwa lub nieuzasadniona ekonomicznie.
Wsrod probleméw konstrukcyjnych podlegajacych optymalizacji mozna wyréznic
m.in. konstrukcje wymiennikéw ciepta. Wiele najnowszych prac [Bia2004,
Rav2005, Hil2006, Sel2006, Pon2008, Xie2008] poswieconych jest wiasnie temu

zagadnieniu.



Drugim, rowniez bardzo istotnym i aktualnym problemem technicznym, jest
zagadnienie optymalizacji struktury kompozytéw. Optymalizacja topologii
kompozytéw moze mie¢ na celu m.in. poprawe witasciwosci wytrzymatosciowych
materiatu [Kar1995, Kru2007, Nai2008, Pal2008, Alm2009] lub poprawe
wtasciwosci termicznych materiatu [Tur2005, Kal2002, Zho2008, Fan2009,
Jop2010]. W szczegdblnosci, jednym z parametréw decydujacym o wtasciwosSciach
cieplnych kompozytu jest wspéiczynnik przewodzenia ciepta, ktory dla kazdego
z materiatow wchodzacych w sktad kompozytu moze by¢ inny. W takim przypadku
wyznacza sie tzw. efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta, ktory
reprezentuje wspotczynnik przewodzenia dla catego kompozytu. Badania
dotyczace wyznaczania efektywnego wspotczynnika przewodzenia ciepta

przedstawiono m.in. w pracach Kotodzieja [Kol1989] oraz Lee [Lee2006].

1.2 Celizakres pracy

Celem pracy jest wykorzystanie metod hybrydowych w zagadnieniach
mechaniki technicznej. Zastosowane w pracy metody hybrydowe obejmuja
potaczenie algorytmu genetycznego realizujgcego zadanie optymalizacyjne oraz
metody numerycznej stuzacej rozwigzywaniu okre$lonego zagadnienia
brzegowego - wykorzystano w tym celu metode elementéw skonczonych oraz

metode rozwigzan podstawowych.

Wymienione w tytule pracy Zrodta wystepuja w niniejszej pracy w dwéch
odrebnych znaczeniach. Ta dwuznaczno$¢ zwigzana jest z powszechnie przyjeta
terminologia dotyczaca konkretnych dziedzin, w ktoérych sa one wykorzystywane.

W zwiazku z tym, w pracy przez zrodta rozumie sie:

e 7rodta ciepta o okre$lonej mocy generujace strumien ciepta
w zagadnieniach ustalonego przewodzenia ciepta;

e 7rodta (punkty Zrédtowe) bedace punktami, w ktérych rozwigzania
podstawowe -  wykorzystywane w  metodzie rozwigzan

podstawowych, maja osobliwosci.



W pracy analizowane sg zagadnienia techniczne modelowane przy pomocy
réwnania Laplace’a oraz réwnania biharmonicznego, co jest zwigzane z duzg liczba
zagadnien mechanicznych, ktére sg opisywane przy pomocy tych rownan. Mozna
do nich zaliczy¢ m.in. zagadnienia stacjonarnego przewodzenia ciepta, przeptywow
laminarny lepkiego ptynu niescisliwego, zagadnienia elastoplastyki i wiele innych.
W szczegdblnosci, w niniejszej pracy przedstawiono dwa zagadnienia stanowigce

przyktad modelowania ustalonego przewodzenia ciepta.

Ponadto w pracy analizowany jest wptyw nieregularnego rozmieszczenia
punktéw Zrédtowych w metodzie rozwigzan podstawowych na jako$¢

uzyskiwanych wynikow.

Praca sktada sie z oSmiu rozdziatéw, przegladu aktualnego stanu badan oraz

zatacznikéw z kodami programoéw obliczeniowych napisanych przez autora.

Rozdziat drugi, zawiera podstawy teoretyczne optymalizacji. Rozdziat
obejmuje podstawy matematycznego sformutowanie zadania optymalizacyjnego,
zdefiniowano w nim podstawowe pojecia oraz oméwienie metody optymalizacji
jednokryterialnej i wielokryterialnej. W rozdziale zaprezentowana zostata zasada
dziatania algorytméw ewolucyjnych wraz z wykorzystywang terminologia.
Przedstawiono takze schemat dziatania algorytmu genetycznego, ktéry

zaimplementowany zostat na potrzeby badan niniejszej pracy.

Rozdziat trzeci zawiera omowienie metody rozwigzan podstawowych, jako
jednej z dwoch metod rozwigzywania zagadnien brzegowych wykorzystywanych
w pracy. W szczegblnosSci przedstawiony zostat problem wyznaczania pozycji
punktéw Zrédtowych (Zrodet), ktérych rozmieszczenie wptywa na jako$¢ wynikow
uzyskiwanych przy uzyciu tej metody. Zaprezentowano takze wybrane mozliwe

rozwigzania, wykorzystywane przez autoréw korzystajacych z tej metody.

Rozdzial czwarty zawiera opis metody elementow skonczonych, podstawy
teoretyczne metody oraz przyktad rozwigzania ta metoda zagadnienia ustalonego
przewodzenia ciepta. Metoda elementéw skonczonych to druga z metod
wykorzystywanych w pracy do numerycznego rozwigzywania zagadnien

brzegowych.
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W  rozdziale pigtym pracy przedstawiono wyniki eksperymentu
numerycznego, ktérego celem byta optymalizacja konstrukcji wymiennika ciepta
sktadajgcego sie z elementéw grzejnych umieszczonych wewnatrz ogrzewanego
obszaru. Wewnatrz kazdego z elementoéw grzejnych znajduje sie Zrdédio ciepta
zapewniajace utrzymanie statej temperatury na brzegu elementu grzejnego. Jako
funkcje celu w analizowanym zagadnieniu przyjeto maksymalng $rednig wartos¢
temperatury w rozwazanym obszarze, przy czym pomijany jest rozktad
temperatury w elementach grzejnych. Zaprezentowano analize wymiennika
o ksztatcie okragltym z trzema, czterema oraz oS§mioma elementami grzejnymi oraz
konstrukcje wymiennika o ksztatcie kwadratowym z czterema elementami
grzejnymi. Rozwazane obszary sa symetryczne, aby utatwi¢ ocene wynikow
optymalizacji. W procedurze optymalizacyjnej nie wykorzystywano jednak
informacji o symetrii, dzieki czemu moze ona by¢ réwnie skutecznie stosowana

w analizie przypadkéw o ksztattach niesymetrycznych.

Rozdzial szosty poswiecono optymalizacji parametrow metody rozwigzan
podstawowych.  Analizowano dwa  przypadki: rozwigzanie rdéwnania
biharmonicznego oraz rozwigzanie réwnania Laplace’a. W drugim przypadku
uwzgledniono osobliwo$¢ wystepujaca na brzegu obszaru, co w praktyce
obliczeniowej znaczaco utrudnia uzyskanie dobrej jakoSci wynikow
numerycznych. Zaprezentowano uzyskane wyniki oraz zestawiono je z wynikami
uzyskanymi dla typowego rozmieszczenia punktéw Zrédtowych umieszczonych na
konturze podobnym do rozwazanej geometrii, znajdujagcym sie blisko brzegu

rozwazanego obszaru.

W  rozdziale siodmym pracy przedstawiono wyniki numerycznego
eksperymentu majgcego na celu konstrukcje kompozytu o okreSlonym
wspotczynniku przewodzenia ciepta. Zaprezentowano wyniki optymalizacji
rozmieszczenia wilokien w kompozycie widknistym, jednokierunkowym.
Przeprowadzono analize przypadkéw z trzema witéknami (udziat objetoSciowy
wilokien w osnowie: 15% oraz 38%) oraz z czterema wiéknami (udziat
objetosciowy wtdkien w osnowie 20%) znajdujagcymi sie wewnatrz elementarne;j
komorki kompozytu. Rozwazono przypadki, w ktérych wspdtczynnik

przewodzenia ciepta matrycy byt wiekszy niz wspoétczynnik przewodzenia
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wtdkien, oraz przypadek odwrotny. Zaprezentowano uzyskane wyniki oraz btedy
wynikajace z zastosowanej metody rozwigzan podstawowych. Przedstawiono

réwniez wynik optymalizacji parametrow tej metody.

Ponadto praca zawiera trzy zataczniki z wybranymi kodami programoéw.
W istocie programéw tych powstato wiecej, a do zatgcznika wybrano te, ktore

reprezentuja trzy podstawowe procedury obliczeniowe wykorzystywane w pracy:

Zatacznik 1 - kod programu zawierajagcy stosowany algorytm genetyczny
wykorzystywany takze we wszystkich innych obliczeniach oraz
procedure sprzegajaca algorytm genetyczny z pakietem COMSOL

obliczajacym réwnanie przewodnictwa ciepta metoda MES;

Zatagcznik 2 - kod programu do rozwigzywania zagadnienia Motza
zZaprezentowanego w rozdziale 7 niniejszej pracy

z wykorzystaniem metody rozwigzan podstawowych;

Zalacznik 3 - kod programu do obliczania efektywnego wspoétczynnika
przewodzenia ciepta z wykorzystaniem metody rozwigzan

podstawowych.

1.3 Tezy pracy

Z dotychczasowych badan wynika, Ze nie istnieje skuteczna metoda stuzaca
rozmieszczeniu punktéw zrodtowych w metodzie rozwigzan podstawowych.
Analiza literatury oraz wstepne badania pozwalaja na sformutowanie nastepujace;j

tezy:

zastosowanie algorytmow genetycznych pozwala na optymalizacje potozenia

zrodet MRP, co poprawia jakos¢ uzyskiwanych wynikow.

Optymalizacja konstrukcji i struktury materiatéw jest przedmiotem wielu
badan. W szczeg6lnosci przedmiotem optymalizacji moga by¢ konstrukcje
i struktury o okreslonych witasciwosciach cieplnych. Mozna w tym celu skorzystac
z metod hybrydowych tj. faczacych procedure optymalizacyjng oraz procedure

numeryczng stuzaca rozwigzywaniu okreslonych zagadnien brzegowych. Dzieki
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temu mozliwa staje sie optymalizacja parametréw konstrukcyjnych wymiennika
ciepta pod katem uzyskania maksymalnej Sredniej temperatury w rozwazanym
obszarze. Mozliwa jest rowniez optymalizacja struktury kompozytu wtdknistego,
jednokierunkowego, sktadajacego sie z dwdéch materiatéw (osnowy i widkien)
o roznych wtasciwosciach termicznych (rézny wspotczynnik przewodzenia ciepta)
w celu wuzyskania kompozytu o okreSlonym efektywnym wspoétczynniku
przewodzenia ciepta. W zwigzku z powyzszym mozna sformutowa¢ nastepujaca

teze:

zastosowanie metod hybrydowych moze by¢ z powodzeniem stosowane
w procesie konstruowania urzqdzen i projektowania struktury materiatow

o pozgdanych wtasciwosciach cieplnych.
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2 Optymalizacja

2.1 Wprowadzenie

Dla wielu zagadnien inzynierskich, w tym w szczegélnoSci z obszaru
mechaniki, nie sg znane rozwigzania analityczne, co powoduje konieczno$¢
skorzystania z metod numerycznych w celu wyznaczenia poszukiwanych wartosci
mozliwie bliskich rozwigzaniu doktadnemu (o ile takie istnieje). Z drugiej strony,
czesto pojawia sie réwniez koniecznos$¢ znalezienia lub wybrania sposréd znanych

rozwigzan takiego, ktore najlepiej bedzie spetniato postawione kryteria.

Problem znalezienia optimum pojawia sie w wielu dziedzinach nauki, za$
w zagadnieniach inzynierskich jest obecny niemal caty czas. W zwigzku
Z powyzszym opracowano wiele metod majacych utatwi¢ znalezienie najlepszego
rozwigzania. Jako ze problem ten jest tak istotny, powstata cata dyscyplina
naukowa tj. badania operacyjne, ktora zajmuje sie rozwigzywaniem problemow
zwigzanych z podejmowaniem optymalnych decyzji. Skoro proces optymalizacji
polega na wyznaczeniu ekstremum pewnej funkcji, w zwigzku z tym, dla
niektérych zagadnien mozliwe jest znalezienie tej wartos$ci analitycznie.
W praktyce inzynierskiej jednak, wiekszo$¢ probleméw obliczana jest
numerycznie za$ znalezienie optimum odbywa sie na drodze iteracyjnego
przeszukiwania przestrzeni mozliwych rozwigzan lub tez poprzez przeszukiwanie

losowe[Gol1995a].

Ogélny podziat znanych metod optymalizacyjnych zostat przedstawiony na
ponizszym schemacie (rysunek 2.1). Przedstawiony schemat zachowany zostat
w oryginalnej wersji jezykowej, jako Ze nazwy te sg powszechnie stosowane, a nie
wszystkie posiadajg odpowiedniki w jezyku polskim. Zasadniczy podziat na
algorytmy deterministyczne i probabilistyczne zwigzany jest ze sposobem
dziatania. Algorytmy deterministyczne sg zwykle stosowane, jezeli dla danego
zagadnienia mozna w do$¢ tatwy i jednoznaczny sposdéb zdefiniowac relacje
pomiedzy przestrzenig rozwigzan dopuszczalnych, a ich uzytecznoscia dla danego

zagadnienia. Jezeli natomiast relacja opisujaca ,jako$¢” danego rozwigzania jest
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bardziej ztozona, lub kiedy wymiar przestrzeni wyszukiwania jest duzy, woéwczas

korzysta sie z algorytmow probabilistycznych [Wei2009].

Deterministic
State Space Branch and Algebraic
Search Bound Geometry
Probabilistic |
Artificial
Intelligence (AI)
hf;;g;gg;? Soft Computing
+ Computational
Intelligence (CI)
(Stochastic) | | -
Hill Climbing Evolutionary
Computation (EC)
Random A Memetic
Optimization || T Algorithms
Simulated Evolutionary ] Harmonic
Annealing (SA) [ Algorithms (EA) Search (HS)
Tabu Search | | Genetic Swarm
(TS) B Algorithms (GA) Intelligence (SI)
r s
Parallel a | | (LCS) Learning | | Ant Colony
Tempering Classifier System Optimization (ACO)
Stochastic | | Evolutionary | | Particle Swarm
Tunneling | Programming Optimization (PSO)
Direct Monte | Evolution . Differential
Carlo Sampling ~— Strategy (ES) Evolution (DE)
(GP) Genetic Standard Genetic
Programming Programming
Linear Genetic
Prograaming
Grammar Guided
Genetic Prog.

Rysunek 2.1. Klasyfikacja algorytméw optymalizacji.
Zrédto: [Wei2009]

Zadanie optymalizacji polega na wyznaczeniu najlepszego elementu X ze
zbioru U. Pojecie najlepszego elementu zdefiniowane jest jako zbiér kryteriow

optymalizacyjnych F:

F = {fy, for - fu} (2.1)

Kryteria te, sformutowane za pomoca funkcji matematycznych nazywane sa
funkcjami celu - to wtasnie te funkcje podlegaja optymalizacji, a wiec to dla nich

wyznacza sie optimum [Ara2001] co mozna zapisa¢ nastepujaco:

F(x):U->Y, YCR. (2.2)
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W powyzszym wzorze f oznacza maksymalizowang funkcjg celu, zbiér
wartosci Y jest podzbiorem liczb rzeczywistych, natomiast zbiér U okresla sie
przestrzenig przeszukiwan. Podzbiér D zbioru U nazywany jest przestrzenig
rozwigzan dopuszczalnych i moze by¢ tozsamy z zbiorem U lecz moze takze
stanowi¢ tylko podzbidér, z powodu ograniczen narzuconych na zagadnienie -
wykluczajacych niektére z elementdéw przestrzeni przeszukiwan. Przestrzen
przeszukiwan moze zawierac rozne elementy takie jak liczby, zbiory, listy etc. i sa
one uzaleznione od rodzaju optymalizowanego zagadnienia. Tym elementom
funkcja celu przyporzadkowuje liczbe rzeczywistg ze zbioru Y. Funkcja celu moze
by¢ réwniez zdefiniowana w sposob bardziej rozbudowany niz prosta funkcja
matematyczna, moze to by¢ okreSlony algorytm zawierajagcy wiele S$ciezek
postepowania [Wei2009]. Biorac pod uwage funkcje celu, problemy optymalizacji
mozna podzieli¢ na dwa rodzaje: jednokryterialne (z jedna funkcjga celu) i

wielokryterialne (z wieloma funkcjami celu).

W przypadku optymalizacji jednokryterialnej zagadnienie sprowadza sie do

znalezienia takiego elementu X dla ktérego funkcja celu przyjmuje wartos$¢

maksymalna:

f(®) = f(x), x€D, (2.3)

gdzie f oznacza funkcje celu, X - optimum. Nalezy przy tym zaznaczy¢, Ze
zagadnienie wyznaczania minimum funkcji zawsze da sie sprowadzi¢ do

zagadnienia wyznaczania maksimum korzystajac z nastepujacego przeksztatcenia:

min f(x) = max g(x) = —max {—f(x)}, (2.4)

gdzie min f(x) i max f(x) oznaczaja kolejno minimum i maksimum funkgcji f(x).
W praktyce obliczeniowej czesto spotyka sie sytuacje, w ktorej wyznaczona
w procedurze warto$¢ X; nie jest wartoscig optymalng dla catego zbioru D, lecz
tylko w pewnym podzbiorze stanowigcym otoczenie punktu X;, wowczas warto$¢

X) nazywana jest optimum lokalnym.
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W przypadku maksymalizacji, maksimum lokalne definiowane jest nastepujaco:

AV zre, \ix-si<a. (25)

£ >0 XED
W niektérych przypadkach optymalizacji jednokryterialnej, jak
i w przypadku optymalizacji wielokryterialnej okazuje sie, Ze nie istnieje jedno
optimum lecz wiele. W takim przypadku wyznaczy¢ mozna zbidr, nazywany
zbiorem (lub wektorem) optymalnym zawierajagcym wszystkie rozwigzania

optymalne.

W przypadku optymalizacji wielokryterialnej pojawia sie problem zwigzany
z tym, ze do$¢ czesto stosowane kryteria cechuje rdézna istotno$¢ z punktu
widzenia oczekiwanego rozwigzania. Zwazywszy, ze niektére kryteria sa mniej
wazne, inne zas bardziej, stosuje sie rézne metody pozwalajace na uwzglednienie
tego aspektu zagadnienia. Jedna z metod optymalizacji wielokryterialnej
uwzgledniajacg ten problem jest metoda wazonych sum [Deb2001, Koz1992],

ktéra wyraza sie nastepujagcym wzorem:

N
90 = Y wifi(x), (26)
i=1

gdzie g(x) jest zastepcza (ztozong) funkcja celuy, f;- funkcje celu, czyli wszystkie
kryteria optymalizacji wielokryterialnej, w; - wagi nadane poszczegélnym
kryteriom. Zastosowanie metody wazonych sum pozwala sprowadzi¢ zagadnienie
optymalizacji wielokryterialnej do optymalizacji jednej zastepczej funkcji celu przy

uwzglednieniu wszystkich kryteriow oraz wag, ktére sg im przypisane.

2.2 Algorytmy ewolucyjne

Algorytmy genetyczne (AG) naleza do szerszej klasy algorytmow
ewolucyjnych. Cechga wspolng tych algorytmoéw jest nawigzanie do naturalnego
procesu ewolucji, w zwigzku z czym nazewnictwo zostalo réwniez zaczerpniete
z tej dziedziny. Zasada dziatania algorytmu jest przetwarzanie populacji

osobnikéw, gdzie osobnik jest jednym z mozliwych rozwigzan (dowolny
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z punktéw w przestrzeni poszukiwan), za$ populacja to zbiér takich punktow.
Miarg jakoSci przetwarzanych osobnikéw jest funkcja oceny (odpowiednik funkcji
celu w standardowych algorytmach optymalizacyjnych). Funkcja oceny
definiowana jest dla rozpatrywanego problemu i w kazdej iteracji algorytmu (dla
kazdej populacji) zwraca warto$¢ odpowiadajaca przystosowaniu kazdego
z osobnikow. Im wyzsza warto$¢ przystosowania, tym osobnik blizszy jest
rozwigzaniu optymalnemu. Poniewaz zasada dziatania algorytmu jest taka, zZe
dziata on na zakodowanej postaci mozliwych rozwigzan, stad tez wprowadzono
rowniez pojecia fenotypu oraz genotypu. Fenotyp to niezakodowana postac
rozwigzania, czyli jeden z punktow w przestrzeni poszukiwan. Z kolei genotyp to
zakodowana posta¢ fenotypu (np. rozwigzanie przedstawione w postaci tanicucha
binarnego), ktéra skiada sie z jednego lub wiekszej ilosci chromosoméw. W
praktyce najcze$ciej spotykana jest sytuacja, w ktorej jednemu osobnikowi
odpowiada jeden chromosom, zdarza sie natomiast rowniez, ze algorytm dziata na
niezakodowanej formie rozwigzan, a wéwczas fenotyp jest tozsamy z genotypem.
Chromosom zbudowany jest z elementarnych jednostek zwanych genami. Geny
zawierajg informacje charakterystyczne dla danego osobnika. Ze wzgledu na to, Ze
geny moga wystepowa¢ w wielu odmianach, dla alternatywnych wariantow tego
samego genu stosuje sie termin allel. W przypadku standardowego algorytmu
genetycznego z binarnym kodowaniem kazdy z gené6w moze wystepowa¢ w dwoch
wariantach przyjmujac odpowiednio warto$¢ 1 lub 0. Druga z istotnych cech
genow jest ich umiejscowienie w chromosomie. Pozycja genu w chromosomie

nazywana jest locus.

2.2.1 Algorytmy genetyczne - podstawowe pojecia oraz schemat
Goldberg w swej pracy [Gol1995a] wskazal na nastepujgce cechy
charakterystyczng odrézniajgcg algorytmy genetyczne od innych  bardziej

tradycyjnych metod optymalizacyjnych:

a) AG nie przetwarzaja bezposrednio parametrow zadawania, lecz ich
zakodowang postac;
b) AG prowadza poszukiwania, wychodzac nie z pojedynczego punktu,

lecz z pewnej ich populacji;
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c) AG korzystaja tylko z funkcji celu, nie z jej pochodnych lub innych
pomocniczych informacji;

d) AG stosuja probabilistyczne, a nie deterministyczne reguty wyboru.

Podstawowy algorytm genetyczny zostal wprowadzony w pracy Hollanda
[Hol1975] i opiera sie na kilku podstawowych krokach: tj. selekcji, reprodukc;ji,
krzyzowaniu i mutacji. Korzystajac z wprowadzonej powyzej terminologii ponizej
zamieszczono schemat dziatania algorytmu (rysunek 2.2) i opis poszczegélnych

krokow.

Inicjacja dziatania algorytmu - krok w ktérym generowana jest populacja

poczatkowa (bazowa). Najczesciej wykorzystuje sie do tego losowa procedure,
ktora sposrdd wszystkich rozwigzan w przestrzeni przeszukiwania losuje zadang
przez projektanta liczbe mozliwych rozwigzan. Ten krok wykonywany jest tylko
raz podczas startu programu, podczas gdy kolejne kroki sg powtarzane az do

spelnienia zadanego warunku zatrzymania.

Selekcja i reprodukcja - procedura selekcji ma za zadanie, w pewnym sensie,

odzwierciedla¢ naturalng zasade doboru naturalnego, zgodnie z ktérg przetrwaja
najlepiej przystosowani. W zwigzku z tym proces selekcji opiera sie na ocenie
poszczegbdlnych osobnikéw, a nastepnie wyborze najlepiej przystosowanych.
Oczywiscie do oceny wartos$ci przystosowania wykorzystywana jest funkcja oceny,
ktora dla kazdego osobnika oblicza witasciwa wartos¢. Im wyzsza wartos$¢
przystosowania, tym wieksze prawdopodobienstwo, ze dany osobnik przetrwa
(bedzie przetwarzany w kolejnych etapach algorytmu). Proces selekcji zwykle
przeprowadzany jest rOwniez losowo, co oznacza, ze kazdy chromosom ma szanse
zosta¢ wybrany do reprodukcji, aby utworzy¢ nowe pokolenie osobnikéw. Nalezy
jednak podkresli¢, iz szanse poszczeg6lnych osobnikéw nie sg réwne, lecz zaleza
od wartoSci przystosowania W wyniku selekcji tworzona jest nowa populacja
tymczasowa (pula rodzicielska), ktéra stuzy do stworzenia nowego pokolenia
osobnikéw. Im wyzsza warto$¢ przystosowania danego osobnika, tym wieksze
prawdopodobienstwo jego reprodukcji. Co wiecej, podczas losowania osobnikéw

do populacji tymczasowej losowanie za kazdym razem obejmuje wszystkie
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osobniki co oznacza, ze w wyniku reprodukcji w populacji tymczasowej znajdzie

sie prawdopodobnie wiecej kopii osobnikow o wyzszej wartosci przystosowania.

Operacje genetyczne - osobniki wybrane w procesie selekcji do populacji

tymczasowej sg przetwarzane przez operatory genetyczne: KrzyzZowanie oraz
mutacje. Procedura krzyzowania opiera sie na dobieraniu w pary chromosomoéow
z populacji tymczasowej oraz wzajemnym Kkrzyzowaniu ich fragmentow.
W przypadku krzyZzowania ma réwniez miejsce losowanie, w wyniku ktérego
Z pewnym, najczesciej z géry zadanym prawdopodobienistwem, podejmowana jest
decyzja o krzyzowaniu danej pary chromosomoéw. Jesli decyzja jest pozytywna
woOwczas nastepuje wymiana genéw pomiedzy osobnikami. Kolejng operacja jest
mutacja, ktéra rowniez moze wystapi¢ z zadanym prawdopodobienstwem dla
kazdego z chromosomoéw. W wyniku tej procedury zmieniane sg poszczegolne

(najczesciej losowo wybrane) geny w genotypie danego osobnika.

W wyniku zastosowania operatoréw genetycznych na populacji tymczasowej
powstaje nowa populacja - potomna, dla ktérej znowu obliczane sg wartosci

funkcji przystosowania za$ caly proces jest powtarzany do czasu spetnienia

wybaor populacji
poczatkowe]
' !

ocena przystosowania

zatozonego warunku zatrzymania.

warunek
zatrzymania

NIE

selekcja najlepszy
! chromosom
krzyzowanie I
mutacja

I

Rysunek 2.2 . Schemat dziatania algorytmu genetycznego
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Przedstawiony powyzej schemat dziatania algorytmu genetycznego moze by¢
zrealizowany na wiele réznych sposobéw w zaleznosci od wybranej implementac;ji
poszczegdlnych procedur. Ponizej przedstawiono bardziej precyzyjny opis, w jaki
sposéb moga by¢ realizowane procedury wykorzystywane w algorytmach

genetycznych. Te procedury zostaty zaimplementowane przez autora w pracy.

2.2.2 Kodowanie chromosomow

Wykorzystujac algorytmy ewolucyjne standardowo mamy do wyboru jedna
z dwoch metod kodowania rozwigzan do postaci chromosomu. Pierwsza z nich,
tradycyjna, wywodzaca sie z pierwszych prac Hollanda zaktada, iz wszystkie
rozwigzania kodowane sg w tancuchach binarnych, co oznacza, ze kazdy gen moze
przybiera¢ warto$¢ 0 lub 1. Druga z metod opiera sie na zmiennopozycyjnej
reprezentacji rozwigzan. Kazda z tych metod ma swoje zalety i wady.
Reprezentacja binarna wykazuje pewne wady [Mic2003] przy rozwigzywaniu
zagadnien o duzej liczbie zmiennych decyzyjnych (wielowymiarowa przestrzen
przeszukiwania) oraz wymaganej duzej doktadnosci rozwigzania, jako ze wigze sie
to z bardzo rozbudowanym wektorem zero-jedynkowym reprezentujagcym
rozwigzanie. Mozna réwniez znaleZ¢ opinie, iz kodowanie zmiennopozycyjne oraz
generalnie kazde inne, bardziej skomplikowane od tradycyjnego binarnego,
stanowi niepotrzebng komplikacje zadania co z kolei zwieksza i tak juz duza
ztozono$¢ obliczeniowa. Biorac pod uwage fakt, ze w literaturze wskazuje sie, iz
nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ktora z tych dwdéch metod kodowania jest
skuteczniejsza, w pracy zastosowano tradycyjng metode kodowania za pomoca
ciggoéw binarnych. Argumenty przemawiajace za wybraniem tej wtasnie metody to

[Gwi2007]:

e stosunkowo niewielka liczba zmiennych decyzyjnych (wymiar
przestrzeni poszukiwan),
e waskie dziedziny zmiennych,

e 73dana doktadno$¢ obliczenn na poziomie 3 cyfr znaczacych.

Chromosomy s3 w tym przypadku ciggami (wektorami) sktadajacymi sie
z genow , przy czym kazdy gen moze przybra¢ wartos¢ 0 lub 1. W takim przypadku

kazdemu genowi odpowiada po prostu jeden bit, co pozwala na tatwe
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manipulowanie wartoSciami poszczegélnych genéw przy uzyciu standardowych
operacji na bitach. Wektor taki reprezentuje jedno z potencjalnych rozwigzan
w przestrzeni przeszukiwania, a wiec koduje po jednej wartosci kazdej ze

zmiennych decyzyjnych.

Przyktadowo, dla k zmiennych decyzyjnych x;, z ktérych kazda nalezy do
z gory zatozonej dziedziny D; = [a;, b;] mozna okresli¢ liczbe N genéw (bitow)
potrzebnych do zakodowania wszystkich mozliwych wartosci x; z Zadang
doktadnosciag p;. Aby zakodowa¢ wszystkie warto$ci zmiennych nalezy podzieli¢
kazdg z dziedzin D; na (b; — a;) - 10P¢ przedzialdéw, wodwczas istnieje taka,

mozliwie najmniejsza, liczba m;, ktora dla kazdego przedziatu D; spetnia warunek:

(bi - al-) . 10pi < Zmi —1. (27)

Z powyzszego wynika, Ze do zakodowania wszystkich zmiennych w postaci
jednego chromosomu potrzeba N = Zilemi bitéw, a wiec taka tez bedzie liczba

genow w chromosomie.

2.2.3 Populacja

Populacja poczatkowa, czyli zbiér rozwigzan bedacy podstawowym
elementem niezbednym do rozpoczecia dziatania algorytmu, moze by¢ tworzona
w sposo6b losowy lub deterministyczny. Oba te podejscia sa stosowane w praktyce,
za$ wybodr jednego z nich uzalezniony jest od konkretnego problemu oraz

dostepnych danych.

W przypadku, kiedy stosowana jest metoda losowa, wdéwczas osobniki
nalezace do populacji poczatkowej (czyli wszystkie sktadniki wektora
rozwigzania) wyznaczane s3 w oparciu o warto$s¢ zmiennej losowej (zwykle
o rozktadzie ré6wnomiernym). W tym przypadku wykorzystuje sie najczeSciej
generatory liczb losowych zaimplementowane w danym kompilatorze wybranego
jezyka programowania. Ze wzgledu na wiarygodno$¢ rozktadu zmiennej losowej
korzystniejsze jest jednak wykorzystanie generatoréw z ustandaryzowanych

bibliotek o zadanym rozktadzie.

Tworzenie populacji poczatkowej w sposob deterministyczny moze by¢

prowadzone na rozne sposoby, jednak najczesciej jest ona podawana wprost przez
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uzytkownika. Podejscie takie wykorzystywane jest wtedy, gdy populacja
poczatkowa zawiera osobniki bedace wynikiem obliczenn innego algorytmu lub
bedace efektem obliczen samego algorytmu genetycznego z jakiego$
wczesniejszego cyklu obliczeniowego. Spotyka sie réwniez sytuacje, w ktorych

populacja poczatkowa powstaje ze zbioru wynikéw badan eksperymentalnych

2.2.4 Dopasowanie i funkcja oceny

Kazdy z osobnikow (rozwigzan) jest oceniany przez funkcje oceny. Wartos¢
jaka funkcja oceny przypisuje kazdemu z osobnikbw nazywana jest
przystosowaniem (dopasowaniem, dostosowaniem) i reprezentuje jakos¢ danego
rozwigzania. Warto$¢ przystosowania w zagadnieniach optymalizacji za pomoca
AG jest zwykle traktowana jako funkcja celu, jakkolwiek czesto podlega pewnym
przeksztatceniom. Przeksztatcenia spowodowane s3 pewnymi
charakterystycznymi wtasciwos$ciami funkcji oceny, ktére uniemozliwiajg jej
bezposrednie zastosowanie do wszystkich problemoéw optymalizacji. Jest to
szczegblnie istotne przy stosowaniu procedury selekcji proporcjonalne;j.
W wypadku zastosowania innych procedur selekcji czesto jest mozliwe pominiecie

tych przeksztatcen.

Pierwsze z ograniczen zwigzane jest z zastosowang metoda selekcji (selekcja
proporcjonalna - opisana ponizej) wymagajacej, aby jej argumenty, tj. wartosci
przystosowania, byly liczbami nieujemnymi. Aby zapobiec takiej sytuacji,
w wypadku wystgpienia ujemnych wartosci przystosowania wszystkie warto$ci
przystosowania sg przesuwane o pewng statg wartos¢ C;, tak aby w wyniku

otrzymac wytacznie wartosci nieujemne:

max f(x) = max {g(x) + Cy}. (2.8)

Kolejne z ograniczen wynika z tradycyjnego ujecia procesu optymalizacji
realizowanego przez kanoniczny algorytm genetyczny, ktory polega na
wyszukiwaniu maksimum. Z tego powodu, w przypadkach kiedy istota
optymalizowanego zagadnienia jest wyznaczenie minimum, stosuje sie
przeksztatcenie, w ktorym przyjmuje sie pewng stata wartos¢ Cz i od niej
odejmowane sg wartosci poszczegolnych dopasowan. Wartos$¢ statej moze by¢

przyjmowana na kilka sposobdw, m.in. poprzez arbitralne narzucenie jej przez
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twdérce programu znajgcego charakterystyke zagadnienia i wiedzacego, iz jest to
warto$¢ wieksza niz najwieksza mozliwa warto$¢ funkcji dopasowania. Warto$¢
statej moze by¢ réwniez przyjmowana jako najwieksza warto$¢ dopasowania

wyznaczona w danej iteracji (lub wybranej liczbie ostatnich iteracji).

Trzecie przeksztalcenie moze miec istotne znaczenie w poczatkowym oraz
koncowym etapie dziatania algorytmu genetycznego z selekcja proporcjonalna.
Przeksztatcenie nazywane jest skalowaniem przystosowania i stosowane jest
w celu unikniecia problemu przedwczesnej zbieznosci oraz dominacji okres$lonej
grupy rozwiazan. Problem przedwczesnej zbieznosci moze wystapi¢ na poczatku
dziatania algorytmu, w chwili znalezienia przez algorytm rozwigzania o bardzo
duzej, w stosunku do pozostatych rozwigzan, wartosci funkcji dopasowania. Taka
sytuacja mogtaby doprowadzi¢ do zdominowania populacji przez ten chromosom,
co w konsekwencji prowadzi do szybkiego wyeliminowania innych rozwigzan
z populacji, a tym samym symulowany przez algorytm proces doboru naturalnego
przestaje dziata¢ i algorytm nie znajduje juz zadnych lepszych rozwigzan. Jest to
niepozadana sytuacja, poniewaz fakt, iz to jedno rozwiazanie jest w poczatkowym
etapie znaczaco lepsze od innych nie oznacza wcale, Ze jest to rozwigzanie choc¢by
zblizone do optymalnego. Drugi problem narasta wraz z dziataniem algorytmu,
jako efekt wynajdowania rozwigzan bliskich sobie, kiedy kilka poréwnywalnie
dobrych rozwigzan dominuje w populacji, co zmniejsza réznorodnos¢ i rowniez
obniza skuteczno$¢ metody. Aby zaradzi¢ tym dwdédm problemom stosuje sie
skalowanie (na przyktad liniowe) po to, aby rozwigzania o S$redniej wartosci
przystosowania nie zostaty catkowicie pominiete, lecz miaty szanse na to, by cho¢
raz zostalty wybrane do kolejnego pokolenia, podczas gdy rozwigzania
0 najwyzszej warto$ci przystosowania beda prawdopodobnie wybrane

wielokrotnie.

2.2.5 Selekcjaireprodukcja

Procedura selekcji stuzy do wyboru rodzicow, z ktoérych powstanie nowe
pokolenie. Przez rodzicOw rozumie sie tutaj oczywiScie rozwigzania otrzymane
w danej iteracji, za$§ kolejne pokolenie odpowiada kolejnej iteracji algorytmu.
Utworzenie kolejnego pokolenia jest zwykle procesem dwuetapowym.

W pierwszym kroku na podstawie wartosci funkcji dopasowania wybierany jest
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zbiér rodzicéw, w kolejnym za$§ rozwigzania te poddawane s3 procedurom
zwanym operatorami genetycznymi. Opracowano wiele metod stuzacych do
selekcji osobnikdw majacych utworzy¢ nowe pokolenie na podstawie wartos$ci ich
dopasowania. W praktyce jednak stosuje sie zwykle jedng z dwdch metod: selekcje

turniejowa lub selekcje proporcjonalng zwang tez metoda kota ruletki.

Selekcja proporcjonalna opiera sie na zdefiniowaniu zmiennej losowej, ktéra
dla kazdego rozwigzania w populacji przyporzadkowuje prawdopodobienstwo
jego reprodukcji. Jest to liniowa zalezno$¢ (2.9), ktéra jest uzalezniona od wartos$ci
funkcji dopasowania [Koz1992]. To wtasnie liniowy charakter tej procedury jest
wyjasnieniem jej nazwy. Czesto stosowanym okres$leniem jest réwniez metoda
kota ruletki (niesprawiedliwego kota), poniewaz ilustruje sie dziatanie tej
procedury podajac za wzoér kolo ruletki, ktérego pola nie s3 réwne. Wielko$¢
wycinka kota w procedurze selekcji odpowiada wprost stosunkowi dopasowania
danego rozwigzania do sumy dopasowan wszystkich rozwigzan danej populacji.
Tego rodzaju rozwiazanie realizuje zatozenie o zwiekszaniu szans reprodukcji
osobnikéw o najwiekszej wartos$ci funkcji dopasowania, nie pozbawia jednak szans
na reprodukcje osobnikdw o warto$ci najmniejszej, jako ze prawdopodobienstwo
wylosowania kazdego z osobnikéw jest zawsze wieksze od zera:

f(x)

P(x;) = aNTCR (2.9)

gdzie N - liczba wszystkich chromosomoéw, P.(x;) prawdopodobienstwo selekcji

rozwigzania x; do nastepnego pokolenia.

Selekcja turniejowa przeprowadzana jest w dwoch etapach. W pierwszym
kroku dokonuje sie losowania osobnikéw do populacji tymczasowej i tylko te
osobniki biorg udziat w ,turnieju”, co oznacza, Ze spos$réd tej populacji
tymczasowej wybierany jest osobnik o najwyzszej wartosci funkcji dopasowania
do kolejnego pokolenia. Te dwustopniowa procedure stosuje sie tak diugo, az
zostanie utworzona populacja kolejnego pokolenia o wymaganej liczbie
osobnikéw. Istnieja dwa mozliwe warianty stosowania tej metody - ze zwracaniem
oraz bez zwracania przy czym czeSciej stosowany jest pierwszy. W zaleznosci od
wyboru wariantu metody rézna jest wartos¢ oczekiwana liczby kopii osobnikéw
w kolejnym pokoleniu. Parametrem, ktéry pozwala wptywac¢ na dziatanie tej
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metody jest liczno$¢ populacji tymczasowej. W szczegélnym przypadku mozliwe

jest przeprowadzanie turniejow pomiedzy dwoma osobnikami.

2.2.6 Operatory genetyczne: krzyzowanie i mutacja

W  zalezno$ci od przyjetego systemu kodowania (binarne lub
zmiennopozycyjne) stosuje sie rozne procedury do zaimplementowania
operatoréow genetycznych. Niezaleznie jednak od wybranej metody kodowania
stosuje sie dwa podstawowe operatory genetyczne: krzyzowanie i mutacje.
W przypadku klasycznych algorytméw genetycznych, gdzie operuje sie na ciggach
binarnych obydwie te operacje réwniez przeprowadzane sg na konkretnych bitach

lub ciggach bitéw.

Krzyzowanie jest procedurg, Kktéra na podstawie chromosoméw
rodzicielskich tworzy chromosomy potomne wymieniajgc fragmenty tancuchow
binarnych. W najbardziej typowym przypadku z populacji rodzicielskiej losowane
sa3 dwa chromosomy. W nastepnym kroku losowane jest miejsce przeciecia
fanicuchéw binarnych (locus) i nastepuje wymiana tancuchéw binarnych od
miejsca przeciecia pomiedzy chromosomami (rysunek 2.3), wskutek czego
powstaja dwa nowe chromosomy. Jest to najprostszy, klasyczny wariant
krzyzowania, w ktorym z dwoch osobnikéw z populacji rodzicow powstaja dwa
osobniki potomne. W zaleznos$ci od zaimplementowanej metody liczba rodzicow
moze by¢ rézna, podobnie jak liczba osobnikéw potomnych. Mozliwe sg réwniez
bardziej zaawansowane metody wymiany fragmentéw ciggéw binarnych, m.in.

zwiekszenie liczby punktow przeciecia (krzyzowanie wielopunktowe).

(110{01001) krzyZowanie_ (10101001)
(101/11101) ~ (11011101)
locus=3

Rysunek 2.3 Schemat dziatania procedury krzyzowania

(11001001) —Mutacia__ 41000001)

locus=5

Rysunek 2.4 Schemat dziatania procedury mutacji

26



Mutacja jest operatorem, ktéry modyfikuje pojedynczy chromosom (rysunek
2.4). W przypadku kodowania binarnego procedura przebiega nastepujaco: dla
rozwazanego chromosomu podejmowana jest decyzja o zajSciu mutacji
(prawdopodobienistwo zajScia mutacji jest zwykle parametrem programu,
parametr ten moze podlega¢ modyfikacji w trakcie jego dziatania). W przypadku,
gdy wybrany chromosom ma zosta¢ poddany mutacji, nastepuje kolejne losowanie,
podobnie jak w procedurze krzyzowania, pozycji (locus) bitu ktéry ma zostac

zmieniony i wéwczas warto$¢ bitu zmieniana jest na przeciwna.
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3 Metoda rozwiazan podstawowych

3.1 Wprowadzenie

Istnieje bardzo wiele fizycznych problemoéw, ktére modelowane s3 przy
pomocy rownan rozniczkowych w zadanym obszarze oraz warunkéw brzegowych

zdefiniowanych na jego brzegu. Takie zagadnienie mozna zapisa¢ w sposob

nastepujacy:
Lu(x) = f(x) wobszarze A, (3.1)
Bu(x) = g(x) wobszarze 0Q, (3.2)

gdzie L oznacza liniowy operator eliptyczny, B oznacza znany operator
rozniczkowy, f(x) i g(x) sa znanymi funkcjami, x oznacza dowolny punkt

rozwazanego obszaru, a u(x) oznacza poszukiwang funkcje.

Wypracowano wiele metod pozwalajagcych na rozwigzanie takiego
zagadnienia. Jedng z takich metod jest metoda rozwigzan podstawowych czesto
oznaczana skrotowo MFS (ang. Method of Fundametal Solutions) lub MRP (skrot
nazwy polskiej). Jako Ze procedura ta nalezy do metod bezsiatkowych nie wymaga
ona dyskretyzacji rozwazanego obszaru. W konsekwencji, uzycie tej metody moze
w znaczacy sposOb skroci¢ czas obliczen. Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze metoda
rozwigzan podstawowych jest szczegdélnym przypadkiem metody kollokacji

brzegowe;j.

3.2 Metoda kollokacji brzegowej

Metoda kollokacji brzegowej moze by¢ interpretowana jako wariant metody
Trefftza, a wiec metody polegajacej na tym, iz rozwazane réwnanie rozniczkowe
jest Scisle spetnione w obszarze, za§ warunki brzegowe spetnione sg w sposoéb
przyblizony. Sciste spetnienie réwnania rézniczkowego jest mozliwe poprzez
przyjecie odpowiednich funkcji prébnych. Metod na przybliZone spetnienie

warunkow brzegowych jest wiele, w szczegdélnoSci, w metodzie Kkollokacji
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brzegowej warunek brzegowy spetniany jest poprzez Kkollokowanie go
w wybranych punktach na brzegu obszaru (rysunek 3.1). Metoda kollokacji
brzegowej jest metoda analityczno-numeryczng, co pozwala na dalsza analize
otrzymanego rozwigzania, m.in. na jego catkowanie, wyznaczanie wartoSci
numerycznej rozwigzania dla dowolnie wybranego punktu rozwazanego obszaru

etc.

Przyjmujac definicje problemu jak we wzorze (3.1) rozwigzanie mozna

przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

M

20 = @ + ) i), (3:3)

i=1
gdzie u, (x) oznacza rozwigzanie szczegblne rownania niejednorodnego (3.1), za$

¢;(x) oznacza funkcje préobne spetniajagce w sposdb $cisty rownanie jednorodne

uzyskiwane z rownania (3.1).

Jako ze metode kollokacji brzegowej mozna traktowac jako szczeg6lny
przypadek metody wazonych reszt, wobec tego wymaga sie spetnienia

nastepujgcego warunku:

j 7(O[BAGY) — g(0]doa =0, dla j=1,..M, (3.4)
20

gdzie U; s3 pewnymi funkcjami wagowymi.
Zaktadajac, ze funkcje wagowe beda w postaci funkcji Diraca:

7;(x) = 6(x; — x), (3.5)

gdzie xi,..,xy oznaczaja punkty Kkollokacji na brzegu 0}, woéwczas warunek
brzegowy (3.2) jest spetniony w N punktach na brzegu rozwazanego obszaru.
Postepujac w ten sposob otrzymujemy ukiad N réwnan o M niewiadomych c;.
W przypadku gdy rézniczkowy operator przedstawiony w rownaniu (3.1) jest

liniowy powstaje uktad réwnan liniowych o nastepujacej postaci:
Ac=0b (3.6)

gdzie A={a;;}, b={b;} oznaczaja kolejno:
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ai]. = B(pl-(xj), ] = 1, ...,N,i = 1, ,M, (37)
by =g(x;) — Bun(x;), j=1,..,Ni=1,..,M. (3:8)

W podstawowym wariancie metody kollokacji brzegowej liczba nieznanych
statych c¢; doktadnie odpowiada liczbie punktow kollokacji, co oznacza, ze M=N.
Czesto spotykang modyfikacja metody kollokacji brzegowej jest sytuacja, w ktorej
liczba punktéw kollokacji przewyzsza liczbe nieznanych wspétczynnikéw, a zatem
N>M. W takim przypadku ukitad liniowych réwnan (3.6) jest uktadem
nadokre$lonym, a metoda nazywana jest metoda kollokacji brzegowej w sensie
najmniejszych kwadratéw, jako ze jej realizacja sprowadza sie do
zminimalizowania sumy kwadratéw btedéw spelnienia warunku brzegowego

w wybranych punktach kollokacji.

// Punkty zrédtowe

' . . . . /l. . .
Punkty kollokacji /

Rysunek 3.1 Rozmieszczenie punktéw kollokacji na brzegu
obszaru i punktéw zrédtowych na zewnatrz obszaru

Metoda kollokacji brzegowej polega na spetnieniu w sposoéb $cisty zadanego
uktadu réwnan rézniczkowych opisujacych rozpatrywane zagadnienie
w rozwaznym obszarze. Jest to niezwykle wazna wtasciwos¢ tej metody, wymaga
ona jednak, aby skorzysta¢ wtasnie z takich funkcji prébnych, ktére spetniajg
w sposoOb Scisty rozwazane réwnanie lub uktad réwnan rézniczkowych. Jest to
cecha wyrdzniajgca te metode, ktora jest zar6wno jej zaletg jak i wada.

Niepodwazalnym atutem jest fakt, iz dysponujemy Scistym rozwigzaniem
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réwnania w calym rozwazanym obszarze. Z kolei problematyczne jest to, Ze nie
zawsze mozna skorzystac¢ z metody kollokacji brzegowej, poniewaz nieznajomos$¢
funkcji prébnych w zasadzie wyklucza wykorzystanie tej metody. W zwigzku
z tym, ze dla réznych réwnan stosuje sie rozne funkcje probne, wobec tego
powstato wiele opracowan dotyczacych uktadéw funkcji prébnych dla pewnych

typoéw rownan rézniczkowych [Kol2001].

3.3 Rozwigzania podstawowe

Dobierajac funkcje prébne mozemy rowniez, jesSli to mozliwe, skorzystaé
zZ rozwigzania podstawowego rozwazanego réwnania roézniczkowego. Jak
wspomniano powyzej, w takim przypadku mamy do czynienia ze szczeg6lnym
przypadkiem metody kollokacji brzegowej okreslanym nazwa metody rozwigzan
podstawowych. W konsekwencji zastosowania tej metody, rozwigzanie problemu
opisane jest poprzez liniowga kombinacje rozwigzan podstawowych, za$
poszczegblne funkcje préobne zastosowane w rozwigzaniu réznig sie miedzy soba
wytacznie  potozeniem  punktéow  osobliwych.  Osobliwosci  rozwigzan
podstawowych nazywane zwykle Zrédtami lub punktami Zrodtowymi sa
zlokalizowane na zewnatrz rozpatrywanego obszaru. Podobnie jak dla metody
Trefftza, tak i dla metody rozwigzan podstawowych mozna przedstawic przyktady
najpopularniejszych zagadnien ze znanymi funkcjami probnymi [Kol2001]

(rozwigzaniami podstawowymi). Przedstawione zostaty one w tabeli 3.1.

Zostato udowodnione i opublikowane w pracach Zielinskiego [Zie1985]
i Herrary [Her1980], Ze spetnienie pewnych zatozen prowadzi do tego, Ze metoda
kollokacji brzegowej jest réwnowazna metodzie Trefftza, jeSli dokona sie
aproksymacji catek za pomoca przyblizonych wzoréw. Z kolei opublikowane
niedawno badania dotyczace metody rozwigzan podstawowych przedstawione
przez Chena [Che2007] zawieraja dowdéd na matematyczng réwnowazno$¢

metody Trefftza oraz metody rozwigzan podstawowych.
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Tabela 3.1 Przyktadowe zbiory funkcji prébnych
Rodzaj rownania Zbiory funkcji probnych

Dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a

52 g2 {Inr?, j=123,..}
<ﬁ+a—yz>u=V2u= 0

Dwuwymiarowe réwnanie biharmoniczne

{rjz Inr?,Inr?,j = 1,23, e}

VZV2u =0

Dwuwymiarowe réwnanie Helmholtza
{inP G, j=123,..}
(V2+ 2 )Hu=0

Dwuwymiarowe zmodyfikowane réwnanie

K, (Ar), j =123, ...
Helmholtza (V2 —AH)u =0 { o\ }

W powyzszych wzorach na funkcje probne r; = \/(x —x;)? + (y — yj)? natomiast
(x, yj) to wspotrzedne punktéow Zréditowych, a x i y to dowolne punkty

W rozwazanym obszarze.

3.4 Punkty Zrédlowe

Punkty Zrédtowe s3 to punkty, w ktoérych znajduja sie osobliwosci rozwigzan
podstawowych wykorzystywanych w metodzie rozwigzan podstawowch. Aby
unikng¢ osobliwos$ci wewnatrz rozpatrywanego obszaru () punkty te rozmieszcza
poza tym obszarem. Z wyjatkiem umiejscowienia punktéow Zrédtowych na
zewnatrz rozwazanego obszaru, nie ma zadnych innych szczegélnych wymagan,
ktére determinowatyby z goéry potozenie tych punktéw. W wyniku
przeprowadzonych badan stwierdzono jednak, Ze lokalizacja Zrodel, jakkolwiek
dowolna, nie pozostaje bez wptywu na rozwigzanie. Wrecz przeciwnie, potozenie
punktéw Zrédtowych moze w bardzo duzym stopniu wptywa¢ na jakos¢

otrzymywanego rozwigzania.
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W przypadku, gdy rozmieszczenie okaze sie niekorzystne, btad rozwigzania
moze okaza¢ sie nie do zaakceptowania, co mogtoby doprowadzi¢ do
wyeliminowania metody rozwigzan podstawowych jako efektywnej metody

rozwigzywania danego zagadnienia.

Wielu uzytkownikow metody rozwigzan podstawowych z uwagi na tatwa
implementacje tej procedury przyjmuje takze zatozenie o réwnej liczbie punktéow
Zrédtowych oraz punktéw Kkollokacji. Takie podejscie prowadzi do uktadu
N réwnan liniowych z N niewiadomymi. Tego rodzaju rozwigzanie w wielu
wypadkach dobrze sie sprawdza, jednakze stosunkowo czesto w takich wypadkach
macierz uktadu jest Zle uwarunkowana [Che2008]. W zwigzku z powyzszym, jak
sugerujg autorzy, zamiast skupia¢ sie na szukaniu teorii dowodzacej, Ze tego typu
uktad nie jest osobliwy lub na stosowaniu innych technik wspomagajacych
rozwigzanie takiego zagadnienia, wtaSciwsze wydaje sie przyjecie zalozenia
o nierozwigzywalnoSci takiego uktadu. Zamiast rozwigzywac¢ uktad N X N nalezy
przyja¢ wieksza liczbe punktéw kollokacji, a nastepnie rozwigza¢ nadokreslony
uktad réwnan w sposob przyblizony, zwykle z zastosowaniem wspomnianej
wcze$niej procedury minimalizacji metoda najmniejszych kwadratow [Smy2006].
W pracy zwrdcono rowniez uwage na fakt, iz bezzasadne jest rozmieszczenie
punktow Zrodtowych w bardzo duzej odlegtosci od rozwazanego obszaru, jako ze z
zasady nie powinno to prowadzi¢ do poprawy wynikéw. Stwierdzono, Ze
w  ogbélnym przypadku dalekie umiejscowienie punktéw Zrédtowych daje
rozwigzanie w najlepszym razie poréwnywalnie dobre, a zwykle gorsze niz
w przypadku rozmieszczenia punktéw zZrédtowych w poblizu obszaru. Mozliwe
jest ré6wniez rozwazenie uktadu w ktérym punktéw Zroédtowych jest wiecej niz

punktow kollokacji [Smy2009].

Wielu autoréw zwraca uwage na kwestie potozenia punktow zZrodtowych
podkreslajac, w jak istotny sposob wptywa ono na rozwigzanie problemu. Niestety,
wraz ze wskazaniem istotnos$ci tego zagadnienia autorzy podkre$lajq inny bardzo
istotny fakt: nie jest znana dotychczas zadna metoda pozwalajgca na okreslenie
optymalnego potozenia punktéow Zrédtowych. Niektére publikacje [Alv2009]
dotyczace metody rozwigzan podstawowych zawierajg niekiedy informacje

dotyczace wptywu potozenia punktéw Zrédtowych na jakos¢ rozwigzania, a wéréd
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najnowszych opublikowanych badan znajduja sie nawet takie, ktéore w catosci
poswiecone s3 analizie tego problemu. Do tej pory jednak kwestia ta nie zostata
rozwigzana. W opublikowanych artykutach analizowane sg wybrane przypadki,
najczesciej sa to proste dwuwymiarowe ksztatty geometryczne (koto, kwadrat) dla
wybranych zagadnien brzegowych, a sformutowane wnioski stanowig wskazoéwki
dotyczace pewnego zakresu odlegtoSci od obszaru, w obrebie ktérego powinny

znaleZ¢ sie zrodta.

Poniewaz nie istnieje skuteczna metoda pozwalajgca na optymalne
rozmieszczenie punktéw Zrédtowych autorzy stosuja zwykle jedng z trzech

metod, a w praktyce pierwsza lub druga z wymienionych ponize;.

1. Punkty Zrédlowe rozmieszczone na okregu (rysunek 3.2) - podejscie to
byto stosowane szczegbélnie na etapie, kiedy metoda rozwigzan
podstawowych sie rozwijata [Bog1985]. Pewnym wariantem tej metody
jest przypadek niesymetrycznego rozmieszczenia punktéw na okregu, co
powinno zredukowac¢ problem ztego uwarunkowania macierzy uktadu.

2. Punkty Zrédlowe rozmieszczone na konturze podobnym do rozwazanego
obszaru (rysunek 3.3) - to podejsScie najczesciej spotykane. Punkty
Zrédtowe rozmieszczane s3 w ustalonej odlegtosci od brzegu obszaru (,
a jednocze$nie w rownych odlegtosciach od siebie. Czesto spotykang
modyfikacja tej metody jest odejscie od statych odlegtosci pomiedzy
punktami Zrédtowymi znajdujgcymi sie na konturze i zwiekszenie ich liczby
w otoczeniu osobliwosSci wystepujacych na brzegu obszaru tj. naroznikow,
nieciggtosci warunku brzegowego itp. Inng modyfikacja jest odejscie od
zalozenia o zachowaniu wiernego podobienstwa ksztattu obszaru oraz
konturu punktéw zZroédtowych (przeskalowanie konturu) i zastosowanie
odwzorowania konforemnego w celu zdefiniowania konturu na ktérym
znajduja sie punkty [Bar2008].

3. Punkty Zrédtowe rozmieszczone w sposoéb dowolny (rysunek 3.4) - to
podejscie jest stosunkowo rzadko spotykane. Zwykle jest ono
wykorzystywane w przyktadach, kiedy analizowany jest przypadek jednego
punktu Zrédtowego, gdzie optymalizowane jest jego potozenie. W praktyce

to podejscie stosowane jest w przypadku optymalizacji potozenia kazdego
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z punktéw zrodtowych i jest ta metoda jest stosunkowo nowa i najrzadziej

spotykana [Nis2003, Mit2004].

Punkty zZrodlowe

/Y

Punkty zrodlowe

Q : . [9) .
Rysunek 3.2 Przyktad rozmieszczenia punktéw Rysunek 3.3 Przyktad rozmieszczenia
zrédtowych na okregu wokdt rozwazanego punktéw zrédtowych na konturze podobnym
obszaru do rozwazanego obszaru (przeskalowany

ksztatt obszaru)

Punkty zrédtowe

Rysunek 3.4 Przyktad dowolnego potoZenie punktéw
Zrédtowych wokét rozwazanego obszaru

Drugim aspektem zwigzanym z rozmieszczeniem punktéw Zrédtowych jest

kwestia tego, czy potozenie punktéw Zrédtowych jest z géry zadane, czy tez jest

wyznaczane w trakcie obliczen. W zdecydowanej wiekszosci przypadkéw autorzy

stosuja pierwszy wariant, definiujac z gory pozycje punktow zrodtowych. Fakt, ze

ten sposob jest znacznie bardziej popularny zwiazany jest z tym, Ze wprowadzenie
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do obliczen wspétrzednych punktéw Zrédtowych jako niewiadomych powoduje iz
problem staje sie z numerycznego punktu widzenia nieliniowy, nawet jesli
pierwotne zagadnienie (zar6wno réwnanie jak i warunki brzegowe) byto liniowe,
co znaczaco utrudnia obliczenia. Innym, stosunkowo czesto stosowanym

rozwigzaniem jest podejscie, ktore sktada sie z dwéch krokow:

e zmiana potozenia punktéw Zrédtowych,

e rozwigzanie zagadnienia.

Kroki te sg powtarzane w taki sposdb aby po zmianie potozenia punktow
Zrédtowych otrzymaé lepsze rozwigzanie (obarczone mniejszym btedem
speinienia warunkéw brzegowych) przy kolejnym obliczeniu rozwigzania.
Podejscie takie mozna stosowac dla wszystkich trzech wariantéw zwigzanych

z geometrycznym rozmieszczeniem punktéw zrodtowych tzn.:

1. w przypadku Zrédet rozmieszczonych na okregu optymalizowany jest
tylko promien okregu;

2. w przypadku punktéw rozmieszczonych na konturze podobnym do
geometrii zagadnienia optymalizowana jest odlegtos¢ konturu od
brzegdéw rozwazanego obszaru;

3. w przypadku nieregularnego (dowolnego) rozmieszczenia Zrédet

optymalizowane sg wszystkie wspoétrzedne poszczeg6lnych punktow.

Warto doda¢, ze w przypadku 1 oraz 2, jak juz wspomniano powyzej, moze
zmienia¢ sie takze wzajemna odlegto$¢ pomiedzy punktami. Jest to réwniez
zwigzane z optymalizacja potozenia Zrodet, jako ze stwierdzono, iz zwiekszenie
liczby punktéw Zrédtowych w obszarze osobliwosci moze wplywac korzystnie na

rozwigzanie [Mit2004, Che2008].
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4 Metoda elementow skonczonych

4.1 Wprowadzenie

Metoda elementéw skonczonych (MES, ang. FEM - Finite Element Method)
jest jedna z najstarszych i najpopularniejszych metod stosowanych do
numerycznego rozwigzywania czastkowych réwnan rdézniczkowych. Jest to
alternatywna metoda wobec omawianej w poprzednim rozdziale metody
kollokacji brzegowej. Podstawowa réznica pomiedzy tymi dwoma metodami
zwigzana jest z tym, Ze w metodzie elementéw skonczonych rozwigzanie
w rozwazanym obszarze obliczane jest w sposéb przyblizony, a nie jest spetnione
Scisle jak w metodzie kollokacji brzegowej. Stosujac MES rozwazany obszar jest
dzielony na podobszary, a nastepnie réwnanie jest rozwigzywane w sposéb
przyblizony dla kazdego z tych podobszaréw. Pod tym wzgledem jest to metoda
podobna m.in. do metody réznic skonczonych, metody objetosci skonczonych oraz

innych, w ktérych obszar podlega dyskretyzaciji.

Metoda elementéw skoniczonych jest obecnie bardzo czesto stosowang

metoda. Jej powszechnos$¢ zwigzana jest przede wszystkim z dwoma aspektami:

e dostepno$¢ - istnieje wiele komercyjnych i niekomercyjnych
implementacji tej metody;

¢ mozliwo$¢ rozwigzywania probleméw o bardzo zlozonej geometrii.

Matematyczne podstawy metody elementow skonczonych mozna
wyprowadzi¢ z tych samych =zalozen co metode kollokacji brzegowej t;j.
wyznaczajac przyblizone rozwigzanie zagadnienia z wykorzystaniem metody
wazonych reszt (metoda wazonych residuéw). Metoda wazonych residuéw
pozwala na przybliZzone rozwigzywanie uktadéw roéwnan roézniczkowych.

Zaktadajac Ze rozwazany problem jest sformutowany w nastepujacy sposob:

Lu(x) = f(x) wobszarze A, (4.1)

Bu(x) = g(x) wobszarze 0Q, (4.2)
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gdzie L i B oznaczajg operator liniowe, f(x) i g(x) s3 znanymi funkcjami, x oznacza
dowolny punkt rozwazanego obszaru, a u(x) oznacza poszukiwang funkcje.
Przyblizone rozwigzanie problemu u(x) moze by¢ przedstawione w nastepujgcy
sposéb:

M

20 = ) aigu() (43)

=1

gdzie a;to nieznane wspoétczynniki, zas ¢;(x) oznacza funkcje prébne.

Korzystajac ze stabej formy rozwigzania, algebraiczne réwnanie na nieznane

wspotczynniki mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

f 7, (D[LA) — F(x)]dQ +
a (4.4)

+ fﬁj(x)[Bﬁ(x) —g(0)]ddQ =0, dla j=1,..,M,
a0

gdzie v;i 7; sg funkcjami wagowymi.
Definiujac
R(x,a) = Lu(x) — f(x), (4.5)

jako reszte (residuum), bedaca btedem aproksymacji mozna minimalizowa¢ ten
btad, przez co aproksymacja bedzie lepsza, a co za tym idzie rozwigzanie

doktadniejsze. Oznacza to, Ze oczekujemy spetnienia nastepujgcego zwigzku:

f vi(0)R(x,@)dQ =0 dla j=1,..,M. (4.6)
Q

W przypadku, kiedy jako funkcje wagowe przyjete zostana funkcje ksztattu

v;(x) = N;(x) woéwczas otrzymujemy znang metode Galerkina.
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4.2 Dyskretyzacja

Jak wspomniano na poczatku rozdziatu, cecha charakterystyczng metody
elementéw skonczonych jest dyskretyzacja rysunek (4.1), dlatego przedstawiong
procedure stosuje sie nie dla catego obszaru, lecz dla poszczegélnych podobszarow
Q°, na ktdére zostatl podzielony rozwazany obszar. Taki podzial dokonywany jest
zwykle na proste obszary, dla ktérych rozwigzanie zagadnienia jest stosunkowo
fatwe. Standardowo w zagadnieniach dwuwymiarowych przyjmuje sie elementy
tréjkatne lub czworokatne. Elementy tacza sie ze sobg w weztach (wierzchotkach
elementéw) tworzac siatke. W celu poprawienia doktadno$ci wprowadza sie takze
elementy wyzszych rzedéw z weztami posrednimi, pomiedzy wierzchotkami
elementu. Rozwiagzujac zagadnienie stosowane s3 okres$lone funkcje wagowe,
ktére w przypadku metody MES nazywane s3 funkcjami ksztattu - stuza one do
interpolacji rozwigzania wewnatrz elementu. Funkcjami ksztattu moga by¢
dowolne funkcje ciggte, rozniczkowalne, ktére spetniaja warunki brzegowe dla
elementu. Czesto stosowane s3 do tego celu wielomiany[Zie2000]. Pokrywajac
obszar siatkg nalezy zwraca¢ uwage na poprawno$¢ odwzorowania geometrii.
Wybor elementéw o zbyt duzych wymiarach moze spowodowac powstanie duzego
btedu wynikajacego z tego, Ze brzeg elementu nie pokrywa sie z brzegiem
rozpatrywanego obszaru. Aby zwiekszy¢ doktadno$¢ stosuje sie siatki o zmiennej
wielko$ci elementéw, zageszczone w okolicach o duzej krzywiznie, jak roéwniez

w okolicach nieciggtosci.

Rysunek 4.1 Podziat obszaru na elementy w metodzie MES
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4.3 Rozwigzanie dwuwymiarowego ustalonego zagadnienia

przewodzenia ciepta metoda elementéw skonczonych

Zagadnienia ustalonego przewodzenia ciepta przedstawionego na rysunku

4.2 opisane jest nastepujacym rOwnaniem:

6<AOT>+6(AOT>+._O b Q 4.7
ax\1ax) Ty \1 Q =0 wobszarze (L. (4.7)

I \ 0,

2

Rysunek 4.2 Schemat geometrii i warunkéw brzegowych

Warunki brzegowe |, II i Il rodzaju dla powyzszego zagadnienia sformutowane sg

nastepujaco:
T(x,y) =T; nabrzegu I}, (4.8)
T oT : (4.9)
(Aanx) + (A@ny> = @, babrzegu I,
oT oT
(Aanx) + (A@ny) = a(T,, — T) nabrzegu T3, (4.10)

gdzie T, oznacza temperature otoczenia, Q, to gesto$¢ strumienia ciepta,
a - wspotczynnik wnikania, A - wspétczynnik przewodzenia ciepta, nx i n, -

sktadowe wektora kierunkowego normalnej do brzegu.

Rozpatrujac pojedynczy element nalezacy do obszaru {1 mozemy aproksymowac

rozktad temperatury za pomoca nastepujacej funkcji:
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M
T¢(x,y) = Z Tf - NF (x,y), (4.11)
j=1

gdzie M odpowiada liczbie weztow przyjetego elementu e, T]-e oznacza temperature
w wezle j elementu e, Ni to funkcja ksztattu elementu e. Stosujgc przedstawiong

wcze$niej metode Galerkina, mozemy zapisac:

9/ aTe\ 9 /. dT®\ .

¥ =0 412

f <6x <)L dx ) * dy <)L 3y ) + Q) Nf(x,y)dxdy = 0 (4.12)
qe

Korzystajac z twierdzenia Greena, otrzymujemy nastepujaca zaleznosc:

f g (AaTeNe>+ g (AaTeNe> dxdy =
x\" ox ay\" ay ! Xey =

Qe

(4.13)
= f (AaTed PrAl ) e
B ax oy x) e
l"'e
Przeksztatcajac lewa strone rownania otrzymujemy:
[ (22 + 2 (2 ) eanay -
dx\ Ox dy\ 0dy P axay =
Qe
(4.14)
B j‘ AaTeaNfHaTeaNf dxdv + j(AaTed AaTed )Ne
B dx 0x dy dy xaey ax Y ayx L
Qe re
Biorac pod uwage, ze
'—(AaT )+<,18T ) 4.15
Q - ax nx ayny ’ ( . )
i podstawiajac do réwnania Galerkina otrzymujemy:
f AaTeaNf N AaTeaNf ddv =
dx Ox dy dy Xey =
Qe
(4.16)
_— aT*® oT*® .
- fQNl- dxdy+f(/1 Gy 1% dx)Ni.
Qe re
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Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymujemy:

j AaTe ON{ N AaTe ON{ dxdy =
dx Ox dy Jdy Xy =
Qe

(4.17)
jQN dxdy + J- Q,Nfds + J- (T, — T1) Nids,
l—-e
gdzie
ds = (AaT d) (/16 d) 4.18
Qds = axnxs aynys. (4.18)

Wprowadzajac do powyzszego rownania (4.17) zalezno$¢ (4.11) otrzymujemy:
f LN i LN i
ay

M
= fQNiedxdy+ f Q,Nfds — f aZ(’I}eNje) Nfds + f aTy, Nfds.
Qe re re  Jj=1

e
3

) dxdy =

(4.19)

PowyZsze réwnanie mozna sprowadzi¢ do algebraicznego uktadu rownan postaci:

Ka=f. (4.20)

W klasycznej metodzie elementdéw skonczonych macierz K zwykle nazywa
sie macierzag sztywnos$ci, za§ w przypadku zagadnien przewodnictwa ciepta
spotyka sie réwniez okreSlenie: macierz przewodnosSci. Wektor a reprezentuje

rozwigzanie, zas$ f - wektor obcigzen.

Poszczegdlne elementy réwnania macierzowego (4.19) przedstawiaja sie

nastepujaco:

K = K¢+ K¢, (4.21)
f=ri+fr, +1t, (4.22)

gdzie:
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5 Optymalizacja potozenia zrdodet ciepta
w dwuwymiarowym zagadnieniu ustalonego

przewodzenia ciepla

5.1 Wprowadzenie

Optymalizacja geometrii konstrukcji jest bardzo waznym zagadnieniem
zarOwno z ekonomicznego, jak i technicznego punktu widzenia. Wéréd wielu
réznych przyktadow mozna wyrézni¢ m.in. konstrukcje wymiennikéw ciepta:
grzejnikéw, pasywnych elementéw chtodzacych itd. W przypadku tego typu
urzadzen Kkluczowe znaczenie ma takie rozmieszczenie elementéw wymiany
ciepta, aby urzadzenie moglto jak najsprawniej speinia¢ swoje zadanie przy
zatozonych warunkach. Z reguty oczekujemy od takich uktadéw, Ze beda
zaspokaja¢ okreSlone wymagania dotyczace temperatury, takie jak np.
zapewnienie ustalonej S$redniej temperatury w pewnej przestrzeni lub
zapewnienie wymiany odpowiedniej ilo$¢ ciepta przez okreslong powierzchnie.
Niestety optymalizacja geometryczna zar6wno w przestrzeni tréjwymiarowej, jak
i dwuwymiarowej dla zagadnien wymiany ciepta nie jest zadaniem prostym.
Wilasciwe rozmieszczenie elementdw wymieniajacych ciepto z otoczeniem jest
wzglednie proste w przypadku matej ilosci elementéw, ale problem bardzo szybko
sie komplikuje w miare dodawania kolejnych elementéw, co wynika z rosnacej
ilosci obliczen wymaganych do znalezienia rozwigzania optymalnego Ilub

suboptymalnego (spetniajgcego zatozone wymagania).

W  niniejszym rozdziale przeanalizowano problem optymalnego
rozmieszczenia elementow stanowigcych zrodta ciepta w dwuwymiarowej
przestrzeni. Zagadnienie to zostalo wybrane, jako problem pozwalajacy
przetestowa¢ skuteczno$¢ procedury optymalizacyjnej (zaimplementowany
algorytm genetyczny) i wykaza¢ jego przydatno$¢ w tego typu zagadnieniach
technicznych. Jako funkcje celu przyjeto warto$¢ Sredniej temperatury

w rozwazanym obszarze. Algorytm genetyczny zostat wykorzystany do znalezienia
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takiej konfiguracji potozenia elementéw grzejnych w obszarze, aby S$rednia

temperatura w obszarze byta jak najwyzsza.

5.2 Geometria analizowanego zagadnienia i warunki brzegowe

Analizowany problem dotyczy dwuwymiarowego obszaru (2 ograniczonego
brzegiem I', wewnatrz ktorego zlokalizowanych jest N wyodrebnionych obszaréw
o brzegach fj,...[n. Z geometrycznego punktu widzenia rozwazany zatem jest
obszar wielospojny, przy czym brzegi fi,...fv modeluja w tym przypadku brzegi
elementéw grzejnych w ktoérych znajduja sie Zrédta ciepta (rysunek 5.1). Poniewaz
rozktad temperatury wewnatrz tych elementéw nie jest kluczowy z punktu
widzenia omawianego problemu, w zwigzku z powyzszym nie przeprowadza sie
obliczen dla rozktadu temperatury wewnatrz tych obszaréw w celu uproszczenia
zagadnienia i przyspieszenia obliczen numerycznych. Zaktada sie, ze Zrodta

zapewniajg utrzymanie stalej temperatury na brzegach elementéw grzejnych.

Rysunek 5.1 Przyktadowa geometria zagadnienia dla N=3
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Na brzegu I' zadana jest stala temperatura T; (rysunek 5.2). Bazujac na
modelowym uproszczeniu pomijajagcym rozktad temperatury w elementach
grzejnych, przyjeto, Ze na brzegach obszaréw fj,...fv zdefiniowana jest réwniez

stata temperatura, jednakowa dla kazdego z tych brzegéw o wartosci T>.

T = T,dlabrzegu I, (5.1)
T = T, na brzegach 34, ..., Bn. (5.2)

W pracy do wszystkich obliczen przyjeto, ze T>> Ti, co oznacza Ze obszar (2
jest ogrzewany, jednakze obliczenia mozna z powodzeniem przeprowadzi¢ dla
dowolnych warto$ci temperatur zadanych na brzegach, jak réwniez dla innego
rodzaju warunkéw brzegowych. Nie zmieni to jednak istoty analizowanego

zagadnienia.

Rysunek 5.2 Warunki brzegowe w rozwazanym zagadnieniu

We wszystkich analizowanych przypadkach analizowany obszar jest

symetryczny - okragty lub kwadratowy.

5.3 Roéownanie rzadzace

Rozwazany problem mozna opisa¢ nastepujacym réwnaniem:

oT
¢, Fram V- (AVT) = Q w obszarze (), (5.3)

46



gdzie: T oznacza temperature, t — czas, ¢, — ciepto wiasciwe, A - wspdtczynnik

przewodzenia ciepla, a Q - strumien energii przypadajacy na jednostke objetosci.

Sprowadzajac zagadnienie do ustalonego przewodzenia ciepta oraz
przyjmujac brak wewnetrznych Zrodet ciepta w obszarze réwnanie mozna zapisac

w nastepujacej postaci:

V2T = 0 w obszarze Q. (5.4)

5.4 Obliczenia numeryczne

Ustalone przewodzenie ciepta w obszarze dwuwymiarowym opisane jest
przy pomocy réwnania Laplace’a (7.3) i rozwigzane przy uzyciu metody
elementéw skonczonych zaimplementowanej w pakiecie oprogramowania do
modelowania fizycznego Comsol Multiphysics. Oprogramowanie to pozwala na
rozwigzywanie wielu réznych zagadnien naukowo-technicznych dajacych sie
zamodelowa¢ przy pomocy uktadu czastkowych réwnan rézniczkowych
[Com2007]. Ponadto, oprogramowanie to pozwala na daleko idgcg parametryzacje
rozwigzywanych zagadnien jak réwniez podiaczanie witasnych procedur
napisanych w jezyku skryptowym (Comsol Scripts) kompatybilnym
z jezykiem oprogramowania wykorzystywanym w pakiecie symulacyjnym Matlab.
Co wiecej, obydwa pakiety moga ze sobg wspétpracowac, co zostato wykorzystane
przy obliczeniach i symulacjach przeprowadzanych w omawianych zagadnieniach.
Rozwigzanie réwnania opisujacego ustalone przewodzenie ciepta jest typowym
zagadnieniem, w zwigzku z czym obliczenia zostaty przeprowadzone przy
standardowych ustawieniach programu. Z kolei optymalizacja rozmieszczenia
elementéw grzejacych (brzegi (... n) wykonane zostaty w $rodowisku Matlab
przy uzyciu procedury implementujgcej algorytm genetyczny. Procedura zostata
napisana na cele omawianych badan i stanowi zatacznik do tej pracy (zatacznik 1).
Zaimplementowany algorytm jest klasycznym algorytmem genetycznym opartym
na kodowaniu zmiennych decyzyjnych za pomocg tancucha binarnego
z wykorzystaniem typowych funkcji krzyzowania oraz mutacji. Podstawy dziatania

algorytmu opisano w rozdziale czwartym tej pracy.
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Poniewaz istnieje tak duza liczba mozliwych rozwigzan w zwigzku z tym
eksperymentalne sprawdzenie tylu mozliwosci jest niemozliwe a co za tym idzie
empiryczne zweryfikowanie procedury réwniez. Biorac jednak pod uwage
specyfike zagadnienia (symetria obszaru) mozna byto oczekiwa¢, Ze rozwigzanie
optymalne rowniez bedzie symetryczne. Aby jednak mie¢ pewnos$¢ co do
skutecznosci metody informacja o symetrii Swiadomie i celowo nie zostata
wykorzystana w obliczeniach. Algorytm genetyczny w kazdym przypadku
optymalizowat potozenie kazdego z elementéow grzejnych traktujac obydwie
wspotrzedne (zagadnienie dwuwymiarowe) kazdego z elementdw, jako zmienne

podlegajace optymalizacji.

Jak opisano w rozdziale czwartym, w klasycznym algorytmie genetycznym,
binarna posta¢ wektora rozwiagzania czesto wigze sie z dyskretyzacja zmiennych.
Tak tez byto w tym przypadku, ze wzgledu na znaczacy czas obliczen przyjeto
doktadnos¢ obliczen réwng e=0.001, podczas gdy wielko$¢ obszaru wynosita 2 tj.

zakres od <-1,1> w obydwu rozpatrywanych kierunkach.

Znajac doktadno$¢ obliczen wynikajaca z przyjetej dyskretyzacji oraz pole
powierzchni obszaru w ktérym znajduja sie potencjalne rozwigzania (rozwigzania
dopuszczalne) mozna okresli¢c wielko$¢ przestrzeni rozwiazan, czyli liczbe
mozliwych Kkonfiguracji ustawienia elementéw grzejnych. Wielko$¢ przestrzeni
rozwigzan odpowiada liczbie obliczen, ktérej nalezatoby dokonac korzystajac
z procedury petnego przeszukiwania. Procedura peilnego przeszukiwania pozwala
na jednoznaczne znalezienie optymalnego rozwigzania w skonczonym zbiorze
rozwigzan dopuszczalnych, poniewaz okreSlana jest warto$¢ funkcji celu dla
kazdej mozliwosci. Niestety jest to metoda nieefektywna i w wiekszosci zagadnien

wielowymiarowych nie dajgca szans na znalezienie optimum w rozsgdnym czasie.

Jak zauwazono wcze$niej, eksperymentalne potwierdzenie poprawnosci
i skuteczno$ci zaimplementowanej procedury optymalizacyjnej przy pomocy
algorytmu genetycznego bytoby bardzo trudne. W zwigzku z tym, wykorzystano
metode pelnego przeszukiwania dla przypadku gdzie przestrzen rozwigzan byta
relatywnie mata (mato elementéw grzejnych) i poréwnano z wynikami

uzyskanymi z uzyciem algorytmu genetycznego.
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Zastosowanie procedury petnego przeszukiwania dla uktadu 2, 3 oraz 4
elementéw grzejnych pozwolito potwierdzi¢ przypuszczenie dotyczace
symetrycznego rozktadu elementéw grzejnych w obszarze symetrycznym.
Whiosek ten postuzyt do wyznaczenia maksymalnej wartosci funkcji celu (takiego
utozenia elementdéw grzejnych, ktére zapewnia najwyzsza Srednig temperature
w rozwazanym obszarze), poniewaz do wyznaczania tych warto$ci w bardziej
ztozonych przypadkach przyjeto zatozenie o symetrii rozwigzania, co znaczaco
zmniejszyto przestrzen rozwigzan i skrdcito czas obliczen. Wartosci maksymalne
uzyskane metoda przeszukiwania zostaly potraktowane jako wartosci
referencyjne, stuzace sprawdzeniu jako$ci rozwigzan uzyskanych przy pomocy

algorytmu genetycznego.

Ponadto, dla kazdego rozwazanego przypadku wyznaczono réwniez
rozwigzanie najgorsze, lub zblizone do najgorszego. Nalezy jednakze odnotowac,
ze minimalizacja nie byla celem badan w zwigzku z tym konfiguracje
odpowiadajace najgorszym rozwigzaniom dobierane byly w sposéb uproszczony
i moga by¢ obarczone pewnym btedem. Rozwigzania te byly wyznaczone
wytacznie w celach pogladowych, aby wskaza¢ skuteczno$¢ oraz zasadno$¢
optymalizacji potozenia elementéw grzejnych. Dla kazdego przypadku wyznaczany
byt btad, czyli odchylenie wyniku uzyskanego przy pomocy algorytmu
genetycznego od wartoSci referencyjnej uzyskanej za pomocg procedury

przeszukiwania.

Symulacje przeprowadzono dla wielu przypadkéw obejmujacych dwa
mozliwe obszary (kwadratowy i okragty) oraz rézna liczbe elementéw grzejnych.
Za kazdym razem populacja poczatkowa (startowa konfiguracja utozenia
elementéw) byta losowa. W przypadku wiekszej ilosci elementow grzejnych
przestrzen rozwigzan byta znaczaco wieksza. W zwigzku z tym czas obliczen byt
dtuzszy, a wuzyskiwane wyniki mniej doktadne. Aby poprawi¢ te wyniki,
w wybranych przypadkach optymalizacja przeprowadzana byta dwukrotnie, przy
czym za drugim razem populacja poczatkowa nie byta losowa, konfiguracja
poczatkowa byta przyjmowana jako najlepsze rozwigzanie uzyskane w pierwszym

cyklu obliczen.
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5.5 Wyniki numeryczne

Do obliczen przyjeto nastepujace wartosci temperatury:
temperatura na brzegu I': T;=303K,
temperatura na brzegach f,...,fn: T2=343K.

Dla kazdego prezentowanego w dalszej cze$ci rozdziatu przypadku wskazano

takze parametry algorytmu genetycznego:
e wielko$¢ populacji (liczba chromosoméw, czyli mozliwych rozwigzan)
w kazdej iteracji,
e liczba pokolen ktora byla jednoczesnie warunkiem zatrzymania

algorytmu.

Dwa powyzsze parametry wskazujq liczbe iteracji wykonanych przez
procedure optymalizacyjng, co stanowi réwniez bardzo wazny parametr, kiedy
poréwnuje sie go do calej przestrzeni rozwigzan, a wiec liczby iteracji jaka

wykonuje sie stosujac procedure petnego przeszukiwania.

W niniejszym rozdziale temperatura wyrazona zostata w kelwinach, skorzystano

przy tym z nastepujacych oznaczen:

Tmax— temperatura referencyjna, najwyzsza temperatura wyznaczona dla danego

obszaru i liczby elementéw,
Tmin — najnizsza temperatura wyznaczona dla danego obszaru i liczby elementow,
Tag — warto$¢ najwyzszej temperatury wyznaczonej przez algorytm genetyczny,

AT =Tmax-Tmin — bezwzgledna réznica pomiedzy najwyzsza i najnizsza wyznaczong

temperatura,

ATog=Tmax-Tag - bezwzgledna rdznica pomiedzy najwyzszg wyznaczong

temperaturg, a temperaturg znaleziong przez algorytm genetyczny,

errT = ATqy/ AT - wzgledny btad rozwigzania znalezionego przez algorytm

genetyczny.
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5.5.1 WyniKi obliczen dla obszaru okraglego z trzema elementami
grzejnymi - przypadek 1
Wyniki uzyskane dla optymalizacji potozenia elementéw grzejnych
wyznaczone przez algorytm genetyczny dla 3 elementow zestawiono w tabeli 5.1,

a konfiguracja elementéw przedstawiona zostata na rysunku 5.3.

Surface: Temperature [K]

340

1325

05

310

305

Rysunek 5.3 Konfiguracja 3 elementéw dla optymalnego rozwigzania
uzyskanego przez AG

Tabela 5.1 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania wyznaczonego

przez AG dla trzech elementéw grzejnych w obszarze okragtym
Tmax 316,5
Thnin 306,6
AT 9,9
Tqy 316,5
ATy 0,001
errT 0,0001
errT [%] 0,01%
Liczba chromosoméw 40
Liczba pokolenia 500
Liczba iteracji 20000
Przestrzen rozwigzan 6,4E+19
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Jak  wspomniano  wcze$niej, w  algorytmie genetycznym  nie
zaimplementowano informacji o symetrii zagadnienia, jednakze rozwigzanie
otrzymane w wyniku dziatania procedury jest bardzo bliskie symetrii. Aby to lepiej
pokaza¢ naniesiono na rysunek odpowiednie linie (rysunek 5.4). Z kolei
konfiguracja utozenia elementéw dla ktorej wyznaczono najnizsza temperature

przedstawiona zostata na rysunku 5.5.

Surface Temperature [K]

05

305

1 45 i} (iR

Rysunek 5.4 Wizualizacja odchylenia rozwigzania optymalnego
od geometrycznego $rodka symetrii

Surface Temperature [K]

o

05

310

305

1 05 0 05 1

Rysunek 5.5 Konfiguracja elementéw grzejnych
dla najgorszego rozwigzania
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5.5.2 Wyniki obliczen dla obszaru okraglego z czterema elementami
grzejnymi - przypadek 2
W tym przypadku przeprowadzono dwa cykle obliczen. W pierwszym cyklu
populacja startowa byta losowa, a wyniki zaprezentowano w tabeli 5.2 oraz na

rysunku 5.6.

Surface: Temperature [K]
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Rysunek 5.6 Konfiguracja 4 elementéw dla optymalnego rozwigzania
uzyskanego przez AG w pierwszym cyklu obliczeniowym

Tabela 5.2 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania wyznaczonego przez AG
w pierwszym cyklu obliczen dla czterech elementéw grzejnych w obszarze okragtym

Tmax 319
Tonin 307
AT 12
Tag 318,69
ATag 0,31
errT 0,026
errT [%] 2,58%
Liczba chromosomoéw 30
Liczba pokolenia 100
Liczba iteracji 3000
Przestrzen rozwigzan 2,0E+26
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W drugim cyklu obliczen populacja poczatkowa byta konfiguracja dajgca
najwyzsza warto$¢ funkcji celu w pierwszym cyklu obliczen. Wyniki

przedstawiono w tabeli 5.3 oraz na rysunku 5.7.

Surface Temperatura [K]
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Rysunek 5.7 Konfiguracja 4 elementéw dla optymalnego rozwiazania
uzyskanego przez AG w drugim cyklu obliczeniowym

Tabela 5.3 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania wyznaczonego przez AG
w drugim cyklu obliczen dla czterech elementéw grzejnych w obszarze okraglym

Trmax 319
T 307
AT 12
Tag 3189
ATy 0,1
errT 0,008
errT [%] 0,83%
Liczba chromosoméw 30
Liczba pokolenia 100
Liczba iteracji 3000
Przestrzen rozwigzan 2,0E+26
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Zestawienie uzyskanych wynikéw dla 4 elementéw grzejnych przedstawiono
ponizej. Na rysunku 5.8 przedstawiono wyniki z pierwszego cyklu obliczen
z naniesionymi liniami pozwalajgcymi lepiej oceni¢ odchylenie rozwigzania od
symetrii. Na rysunku 5.9 pokazano wynik z drugiego cyklu obliczen, réwniez
z liniami pomocniczymi. Na rysunku 5.10 pokazano konfiguracje dajaca najwyzsza

temperature, za$ na rysunku 5.11 konfiguracje dajacg temperature najnizsza.

Surface Temperature K] Surface Temperature [K]

340 i 340
r = r i
= 05 Q e
] 325 ] 325
il
4 ] 320 320

05 35 05

Rysunek 5.8 Rozwigzanie optymalne wyznaczone Rysunek 5.9 Rozwiazanie optymalne wyznaczone
przez AG po pierwszym cyklu obliczen przez AG po drugim cyklu obliczen
Surface: Temperature [K] Surface: Temperature [K]
1 340 1 340
335 336
05 130 o5 0
325 325
4] a
320 320
05 35 05 35
310 310
1 A
05 305
1 05 o ns 1 1 05 o ns 1
Rysunek 5.10 Rozwigzanie optymalne dla czterech Rysunek 5.11 Rozwigzanie najgorsze dla czterech
elementéw w obszarze okragltym elementéw w obszarze okraglym

5.5.3 Wyniki obliczen dla obszaru kwadratowego z czterema elementami
grzejnymi - przypadek 3
Analizowany jest przypadek podobny do powyzszego, jednakze
z obliczeniami przeprowadzonymi dla obszaru kwadratowego. W pierwszym cyklu
populacja startowa byta losowa, a wyniki zaprezentowano w tabeli 5.4 oraz na
rysunku 5.12. W drugim cyklu obliczen populacja poczatkowa byta konfiguracja
dajaca najwyzsza warto$¢ funkcji celu w pierwszym cyklu obliczen. Wyniki

przedstawiono w tabeli 5.5 oraz na rysunku 5.13.
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Surface: Temperature [K]
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Rysunek 5.12 Konfiguracja 4 elementéw dla optymalnego rozwigzania
uzyskanego przez AG w pierwszym cyklu obliczeniowym

Tabela 5.4 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania wyznaczonego przez AG
w pierwszym cyklu obliczen dla czterech elementdw grzejnych w obszarze kwadratowym

Tmax 317,8
Tinin 304,5
AT 13,3
Tog 316,77
AT 1,03
errT 0,078
errT [%] 7,7%
Liczba chromosomoéw 18
Liczba pokolenia 20
Liczba iteracji 360
Przestrzen rozwigzan 2,56E+26
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Surface: Temperature [K]

340

335

2 »

©

1325

05 o 315

310

305

-1 45 0 1] 1

Rysunek 5.13 Konfiguracja 4 elementéw dla optymalnego rozwigzania
uzyskanego przez AG w drugim cyklu obliczeniowym

Tabela 5.5 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania wyznaczonego przez AG
w drugim cyklu obliczen dla czterech elementdw grzejnych w obszarze kwadratowym

Tmax 317,8
Thnin 304,5
AT 13,3
Tqy 317,45
AT 0,35
errT 0,026
errT [%] 2,63%
Liczba chromosoméw 18
Liczba pokolenia 30
Liczba iteracji 540
Przestrzen rozwigzan 2,56E+26
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Zestawienie uzyskanych wynikéow dla 4 elementéw grzejnych w obszarze
kwadratowym przedstawiono ponizej. Na rysunku 5.14 przedstawiono wyniki
z pierwszego cyklu obliczenn z naniesionymi liniami. Na rysunku 5.15 pokazano
wynik z drugiego cyklu obliczen réwniez z liniami pomocniczymi. Na rysunku 5.16
pokazano konfiguracje dajaca najwyzsza temperature, za$S na rysunku 4.17

konfiguracje dajaca temperature najnizsza.

Surface: Temperature [K] Surface: Temperature [k]
1 - gl 1 . el
4 35 4 13
08 & 0s L
325 35
4] a
3 320 320
-05 15 05 315
b 310 7 310
30 305
1 05 1] ns 1 1 05 1] ns 1
Rysunek 5.14 Rozwigzanie optymalne wyznaczone Rysunek 5.15 Rozwigzanie optymalne wyznaczone
przez AG po pierwszym cyklu obliczen przez AG po drugim cyklu obliczen
Surface Temperature [K] Surface: Temperature [K]
i 340 i 340
3% 3%
05 ° o 1m0 os 30
325 325
1] a
320 320
05 ° o 315 a5 315
310 310
= | 1
305 305
1 05 [u] ns 1 1 45 o ns
Rysunek 5.16 Rozwigzanie optymalne dla czterech Rysunek 5.17 Rozwigzanie najgorsze dla czterech
elementéw w obszarze kwadratowym elementéw w obszarze kwadratowym
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5.5.4 WyniKi obliczen dla obszaru okragltego z oSmioma elementami
grzejnymi - przypadek 4

Przeprowadzono takze obliczenia dla 8 elementéw grzejnych, co daje juz
olbrzymia liczbe mozliwych rozwigzan, w zwigzku z czym zastosowano znacznie
wieksza liczbe iteracji. Rozwigzanie tego zagadnienia jest bardzo ciekawe,
poniewaz podobnie jak w innych przypadkach, wyraznie widoczna jest tendencja
do zachowania symetrii rozwigzania. Jednakze symetria ta jest realizowana w inny
sposéb. W przeciwienstwie do wcze$niejszych przypadkow, jak rowniez do
rozwigzania dajgcego najwyzsza temperature, znalezione przez algorytm
genetyczny rozwigzanie suboptymalne zawiera element w samym $rodku obszaru.
W istocie jest to cenna informacja poniewaz uzyskane rozwigzanie jest catkiem
dobre jako$ciowo, natomiast wskazuje na nieco odmienny sposéb uzyskania tego
samego efektu. W tabeli 5.6 i na rysunku 5.20 przedstawiono wyniki dla tego
przypadku, zas$ na rysunkach 5.18 i 5.19 przedstawiono odpowiednio konfiguracje

dla najwyzszej i najnizszej temperatury.

Surface Temperature [K] Surface: Temperature K]

1 340 1 340
3% 3%
05 130 os 10
325 325

; 0
320 320
i 35 05 35
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=}

n

1 05 o s 1

Rysunek 5.18 Rozwigzanie optymalne dla o$miu Rysunek 5.19 Rozwigzanie najgorsze dla oSmiu
elementéw w obszarze okragtym elementéw w obszarze okragltym
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Surface: Temperature [k]
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Rysunek 5.20 Rozwigzanie optymalne wyznaczone
przez AG dla o$miu elementéw w obszarze okragltym

Tabela 5.6 Wyniki uzyskane dla optymalnego rozwigzania
wyznaczonego przez AG dla o$miu elementéw grzejnych w obszarze okragtym

Trmax 326,11
Tonin 309,5
AT 16,61
Tag 325,72
ATy 0,39
errT 0,02
errT [%] 2,35%
Liczba chromosoméw 40
Liczba pokolenia 300
Liczba iteracji 12000
Przestrzen rozwigzan 6,55E+52

60




6 Wyznaczanie pozycji zrodel w metodzie

rozwiazan podstawowych

6.1 Wprowadzenie

[stnieje wiele metod numerycznego rozwigzywania uktadéw rownan
rézniczkowych, z ktoérych kazda posiada okresSlone zalety i wady. Jedna z bardziej
popularnych metod jest metoda rozwigzan podstawowych stanowigca wariant
metody Trefftza[Che2007]. Jak wspomniano we wcze$niejszych rozdziatach,
niewatpliwg zaleta tej metody jest to, ze rozwigzanie w spos6b $cisty spetnia
réwnanie wewnatrz zadanego obszaru. NieScisto§¢ metody zwigzana jest
z przyblizonym spetnieniem warunku brzegowego, ktéry w tym przypadku jest
kollokowany w zadanych punktach na brzegu obszaru. W zwigzku z powyzszym
skuteczng metoda oceny tej metody jest oszacowanie btedu spetnienia warunku

brzegowego.

Przyjeta posta¢ rozwigzania, ktérg jest liniowa kombinacja rozwigzan
podstawowych réwnania jednorodnego rozwazanego zagadnienia, obejmuje takze
osobliwo$ci rozwigzan podstawowych (Zrédta), ktére nalezy rozmiesci¢ poza
rozwazanym obszarem. Jakkolwiek umiejscowienie punktéw Zrédtowych poza
obszarem moze by¢ realizowane w dowolny sposéb, to jednak ich potozenie
wptywa w istotny sposéb na jako$¢ otrzymanego wyniku. Rowniez liczba punktéw
Zrédtowych moze by¢ rézna (w skrajnym przypadku punkty Zrédtowe moga
w ogole nie by¢ brane pod uwage, jednakze czyni sie tak tylko w celach
poréownawczych[Che2008]). Zwykle zwiekszenie liczby punktow zrodtowych
wptywa na poprawe jakoSci rozwigzania, jednakze nie jest to zalezno$¢
proporcjonalna. NajczeSciej stosuje sie od kilkunastu do maksymalnie kilkuset
punktow zZrodlowych. Nalezy jednak pamieta¢, ze wieksza liczba punktow
zrodtowych pogarsza zwykle uwarunkowanie macierzy, jak rowniez jest
jednoznaczna z powiekszeniem macierzy uktadu, a co za tym idzie, wydtuza czas

obliczen.
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W zwigzku z tym, Ze potozenie punktéw Zrédtowych nie jest w zaden sposéb
narzucone, autorzy zwykle przyjmuja, ze punkty te sg rozlokowane na okregu
znajdujacym sie w pewnej odlegtosci od rozwazanego obszaru, lub Ze punkty
znajduja sie na konturze podobnym do brzegu rozwazanego obszaru (zwykle jest

to kontur powstajacy przez przeskalowanie brzegu obszaru).

Pierwotnie stosowano pierwsze z tych podej$¢, jednakze w wyniku
przeprowadzonych eksperymentow numerycznych [Che2008] stwierdzono, Ze
lepsze rezultaty uzyskuje sie (btad metody jest mniejszy), kiedy punkty

rozmieszczone sg na konturze podobnym (rysunek 3.2, 3.3).

Obydwa podejscia opieraja sie na zatozeniu, ze pozycja Zrodet jest zadana
zZ gory i znana - nie podlega modyfikacjom podczas dziatania procedury

rozwiazujacej wybrane zagadnienie. Jest to najczestsze podejScie autorow.

Inng mozliwoscia jest potraktowanie potozenia punktéw Zrédtowych jako
niewiadomych w taki sposéb, aby ich wspéirzedne réwniez byty obliczane
w procedurze wyznaczania przyblizonego rozwigzania problemu. Okazuje sie
jednakze w takim przypadku zagadnienie, ktére pierwotnie byto liniowe, staje sie
nieliniowe. W rezultacie obliczenia takie sg znacznie trudniejsze i dtugotrwate,
a uzyskane wyniki niekoniecznie lepsze. Przy takim podejsciu potozenie punktéw
zrodtowych jest dowolne i nieznane do czasu otrzymania wyniku procedury

obliczeniowej (rysunek 3.3).

W tej pracy zastosowano algorytm genetyczny w celu optymalizacji
potozenia punktéw Zrédtowych. Podejscie zastosowane w pracy rézni sie jednak
od omawianego powyzej tym, ze w tym przypadku algorytm dziata dwustopniowo.
Najpierw algorytm genetyczny dokonuje rozmieszczenia punktéw Zrédtowych,
nastepnie za$§ rozwigzywane jest zagadnienie przy uzyciu metody rozwigzan
podstawowych. Procedura ta jest powtarzana do czasu spetnienia kryterium
zatrzymania, ktérym w tym przypadku byta liczba iteracji. Takie podejScie pozwala
na unikniecie probleméw zwigzanych z nieliniowoScia wystepujaca podczas

wyznaczania pozycji Zrédet wraz z jednoczesnym rozwigzywaniem zagadnienia.

Aby zbada¢ skutecznos$¢ algorytmu genetycznego w omawianych

zagadnieniach przeprowadzono dwa eksperymenty numeryczne dla réznych
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probleméw czesto spotykanych w mechanice. Pierwsze zagadnienie to zagadnienie
opisywane réwnaniem biharmonicznym, drugie za$§ to zagadnienie opisane
réwnaniem Laplace’a z nieciggto$cia warunku brzegowego, zwane popularnie
w literaturze problemem Motza. Do oceny skutecznosci wykorzystano funkcje celu
zdefiniowang jako minimum sumy kwadratow biedéw spetnienia warunkow
brzegowych. Bioragc pod uwage, Ze zagadnienia s3 dwuwymiarowe, pozycja
kazdego z punktéw opisywana jest przez dwie zmienne, a co za tym idzie, pozycja
kazdego z punktéw oznacza dwa kolejne wymiary przestrzeni rozwigzan
dopuszczalnych. W przypadku wielu punktéw optymalizacja tak wielu zmiennych
staje sie bardzo trudna i czasochtonna. Algorytmy genetyczne jednakze bardzo
dobrze sprawdzaja sie w wyszukiwaniu suboptymalnych rozwigzan w takich
wielowymiarowych zagadnieniach, dlatego tez, mimo olbrzymiej przestrzeni
rozwigzan dopuszczalnych, algorytm genetyczny jest w stanie skutecznie

optymalizowac takie zagadnienia.

6.2 Zagadnienie biharmoniczne

Réwnanie biharmoniczne jest wykorzystywane do opisywania takich
zagadnien technicznych jak np. ugiecie cienkich ptyt, powolny przeptyw lepkiego
plynu newtonowskiego czy ptaskie zagadnienia teorii sprezystosci. Jako ze
réwnanie to jest spotykane w tak wielu problemach technicznych, w zwigzku z tym
istnieje wiele publikacji poswieconych jego rozwigzywaniu. W szczegd6lnosci s3 to
prace zwigzane z rozwigzywaniem zagadnien biharmonicznych z wykorzystaniem
metody rozwigzan podstawowych [Fail988, Kar1992, Poul1998a, Fad2006,

Che2007]. W ogo6lnosci zagadnienie to jest zdefiniowane nastepujaco:

Vu =0 w obszarze Q, (6.1)
ou
U=g1, o= h; nabrzegudQ,, (6.2)
0%u (6.3)
u=g, FPeh h, nabrzegu 0Q,,
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gdzie aa_n oznacza pochodng w kierunku normalnym do brzegu, g4, g2, hy, oraz h, sa

zadanym funkcjami, a u oznacza poszukiwang funkcje.

6.2.1 Geometria i warunki brzegowe
Geometria obszaru w ktérym rozwigzywane jest zagadnienie biharmoniczne

w tej pracy oraz warunki przedstawione zostaty na rysunku 6.4.

(-1,1) u=xT Vi =3 (1,1)
Q)
u=1 y‘ u=1
Viu=2 X Viu=2
Viu=0
(-1-1) =X Viy_, (1-1)

Rysunek 6.4 Geometria i warunki brzegowe zagadnienia biharmonicznego

6.2.2 Rozwigzanie rownania biharmonicznego
Rozwigzanie powyZszego zagadnienia biharmonicznego przy pomocy
metody rozwigzan podstawowych przyjmuje posta¢ kombinacji liniowej

rozwigzan podstawowych zgodnie z wzorami:

N 2N
10 =) G0+ D de,®), (6:4)
j=1 j=N+1
@1 (x) = In7?, (6.5)
@2(x) =1 In7;, (6.6)
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o [ &

gdzie ¢,¢, sa odpowiednio rozwigzaniami rdéwnania harmonicznego
i biharmonicznego, ¢;, djoznaczajg nieznane wspotczynniki, x i y to wspotrzedne
dowolnego punktu wewngtrz rozwazanego obszaru, za$ x;,y; oznaczajg

wspotrzedne punktéw zrodtowych.

Nieznane wspoétczynniki ¢j, d; s3 wyznaczane przez spetnienie odpowiednich
warunkow brzegowych kollokowanych w wybranych punktach brzegu (metoda
kollokacji brzegowej). Do obliczen przyjeto 120 punktéw kollokacji NC=120 (po 30
punktéw na kazdym brzegu) oraz 12 punktéw Zrédtowych NS=12. Jako ze liczba
punktow kollokacji jest wieksza niz liczba punktéw zrodtowych, uktad rownan jest
nadokreslony, w zwigzku z tym kollokowany warunek brzegowy jest spetniany
w sensie najmniejszych kwadratow. Wyniki obliczen numerycznych
przedstawiono w tabeli 6.1. Obliczenia przeprowadzono takze dla przyktadowego
rozmieszczenia punktéw Zrédlowych na Kkonturze podobnym do brzegu
rozwazanego obszaru i poréwnano z wynikami otrzymanymi w wyniku
optymalizacji algorytmem genetycznym, a nastepnie poréwnano otrzymane
wyniki. Wida¢ wyrazng poprawe jakosci otrzymanych wynikéw, szczegdlnie

w przypadku maksymalnego btedu spetnienia warunku.

6.2.3 Wyniki numeryczne

Zagadnienie  (6.4)-(6.7) rozwigzane zostalo metoda rozwigzan
podstawowych z punktami Zrodtowych na konturze podobnym do rozwazanego
obszaru. Odlegto$¢ konturu od rozwazanego obszaru wynosita 0.2, a ich
rozmieszczenie przedstawiono na rysunku 6.6. Wykresy  przedstawiajace
rozwigzanie oraz biad rozwigzania wynikajacy z przybliZonego spetnienia
warunku brzegowego dla punktéw Zrédtowych rozmieszczonych na konturze

podobnym do obszaru () przedstawiono na rysunkach 6.7 i 6.8 oraz w tabeli 6.1.
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Tabela 6.1 Zestawienie wynikdw obliczen.

Punkty Zrédtowe Punkty Zrédiowe
rozmieszczone przez AG rozmieszczone na konturze
podobnym do brzegu obszaru
Btad sredniokwadratowy
0,0002 0,001
spetnienia warunku V?u = 2
Btad sredniokwadratowy
0,0001 0,0004
spetnienia warunku u =1
Globalny maksymalny btad
0,035 0,18
spetnienia warunku VZu = 2
Globalny maksymalny btgd
4 g Yo 0,012 0,06
spetnienia warunku u =1
1.5¢
1 -
0.5r
U -
-0.5
_1_
-1.5 | 1 1 | ]
-1.5 -1 -0.5 0 1 1.5

Rysunek 6.6 Rozmieszczenie punktéw zrédtowych wokét rozwazanego obszaru.
Punkty Zrédtowe rozmieszczone na konturze podobnym do brzegu obszaru
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Rysunek 6.7 Wykres rozwigzania Rysunek 6.8 Wykres btedu rozwigzania wynikajacy z
niespetnienia warunku brzegowego

Wykres rozmieszczenia punktéw zZrodtowych wyznaczony przez algorytm
genetyczny (rysunek 6.9) przedstawiono ponizej. Do obliczen przyjeto, ze punkty
zZrédtowe powinny znalez¢ sie w okreSlonym obszarze - czterokrotnie wiekszym
od rozwazanego. Potozenie punktow Zrodtowych wyznaczane byto z doktadnoscia

e=103.

0.5

I
o
q

_1 1 ) 1 1 1 1 1 1

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Rysunek 6.9 Rozmieszczenie punktéw zrédtowych przez algorytm genetyczny.
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Wykresy ilustrujace rozwigzanie i btad rozwigzania otrzymany przy
punktach Zrédtowych rozmieszczonych przez algorytm genetyczny przedstawiono

ponizej (rysunek 6.10 i 6.11), a wyniki btedow zestawiono w tabeli 6.1.

: . o
o 0
-05 =
¥y \\711—1 o0
Rysunek 6.10 Wykres rozwigzania Rysunek 6.11 Wykres btedu rozwigzania wynikajacy

Z niespetnienia warunku brzegowego

6.3 Zagadnienie Motza

Zagadnienie Motza to problem, ktéry jest bardzo czesto wykorzystywany
jako przyktad do testowania poprawnosci i efektywnos$ci metod numerycznych.
Trudnos$¢ tego przypadku polega na osobliwos$ci, ktéra wystepuje na jednym
z brzegow i wynika z nieciggltosci warunku brzegowego. Z tego powodu
zagadnienie to jest przedmiotem wielu prac i wykorzystywane jest do sprawdzenia
poprawnos$ci implementowanych metod [Fai1998, Li2000, Li2004a, Li2004b,
Ber2009]. Réwnanie rzadzace oraz warunki brzegowe opisujace to zagadnienie s3

nastepujacej postaci:

VZu=0 wobszarze Q, (6.8)
u = g nabrzegu dQ,, (6.9
ou

= h  nabrzegu 0Q,, (6.10)

gdzie % oznacza pochodng w kierunku normalnym do brzegu, g i h sg zadanym

funkcjami, a u oznacza poszukiwang funkgje.

6.3.1 Geometria i warunki brzegowe
Geometria zagadnienia Motza oraz zadane warunki brzegowe przedstawione
zostaty na rysunku 6.12.
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1.1) dy (1.1)
Viu=0 Q
Ou _ =1
Ox 0 !
r
_Te
yt 10 u=0 0] du (1.0)

8y0

Rysunek 6.12 Geometria i warunki brzegowe w zagadnieniu Motza

6.3.2 Rozwiazanie

Rozwigzanie problemu Motza skltada sie z dwdch czesci, co jest
spowodowane przez osobliwo$¢ wystepujaca na jednym z brzegdw. Pierwszy
czton to liniowa kombinacja rozwigzan podstawowych, podczas gdy drugi opisuje

osobliwo$¢. W zwigzku z powyzszym rozwigzanie tego zagadnienia jest

w postaci[Geo1996]:
N N
(Zk—l) 2k—1
u,(x) = Z ¢jInr? + z a,r\" 2 Jcos [( 5 )G)], (6.10)
i=1 k=1
a po uproszczeniu
N N
u, (x) = z ¢jlogrf + z arPrcos[B, 0], (6.11)
i=1 k=1

gdzie ¢, ay, B to nieznane wspétczynniki, r; = \/(x — %)%+ (y —y;)% xi y to
wspotrzedne dowolnego punktu wewnatrz rozwazanego obszaru, x; i yj 0znaczajg
wspotrzedne punktéw zZrédtowych, w ktérych wystepuja osobliwosci rozwigzan

podstawowych.

Obliczenia przeprowadzono dla 60 punktow kollokacji NC=60 oraz 12
punktéw zZrodtowych NS=12. Roéwniez w tym przypadku przeprowadzono
obliczenia zaréwno dla punktéw Zrédtowych rozmieszczonych na konturze
podobnym do rozwazanego obszaru oraz dla punktéw rozmieszczonych przez

algorytm genetyczny, a nastepnie wyniki zestawiono w celu poréwnania.
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Wystepujaca na brzegu osobliwo$¢ to oczywiscie problem z punktu widzenia

obliczen numerycznych.

W trakcie obliczen okazato sie, ze niektore warunki tatwiej spetni¢, podczas
gdy spetnienie innych jest znacznie trudniejsze. Z tego powodu wprowadzono
modyfikacje w algorytmie genetycznym i zaimplementowano optymalizacje
wielokryterialng stosujac metode wazonych sum (2.6), ktéra przypisywata rézne
wagi btedom speinienia poszczegélnych warunkéw brzegowych. Dzieki temu
algorytm genetyczny stat sie wrazliwszy na bledy pojawiajgce sie na brzegach

w wyniku nieciggtosci i pozwolit na skuteczniejsza optymalizacje.

6.3.3 Wpyniki numeryczne

W tabeli 6.2 zestawiono wyniki maksymalnych btedéw spetnienia warunkéw
brzegowych dla kazdego rozwazanego odcinka brzegu. Podobnie jak
w poprzednim przypadku wyniki otrzymane w obydwu podejSciach znacznie sie
roznig. Zastosowanie algorytmu genetycznego pozwolito na rozmieszczenie
punktéow zZrodtowych w sposéb pozwalajacy na znaczng poprawe jakosci wynikow
- znacznie mniejszy btad maksymalny speinienia warunkéw na poszczegélnych

brzegach.

Tabela 6.2 Maksymalne btedy spetnienia warunkéw brzegowych

Brzeg Punkty Zré6dtowe rozmieszczone Punkty Zrédiowe
przez AG rozmieszczone na konturze
podobnym do brzegu obszaru
-1<x<0 y=0 0,064 0,006
0<x<1 y=0 0,016 0,014
-1<x<0 y=1 0,053 0,248
0<x<1 y=1 0,093 0,348
x=-1 O<y<1 0,065 0,032
x=1 O<y<1 0,033 0,051

Rozmieszczenie punktéw Zrodtowych na konturze podobnym do geometrii

zagadnienia przedstawiono na rysunku 6.13.
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Rysunek 6.13 Rozmieszczenie punktéw zrédtowych na konturze
podobnym do ksztattu rozwazanego obszaru

. . . ’ . .. ou Jdu
Dla takiego rozmieszczenia punktéw przedstawiono wykresy funkcji 9% °raz

na rysunkach 6.14i 6.15.

Y " . 0 -1
F] s
Rysunek 6.14 Wykres i dla punktow Zrodtowych Rysunek 6.15 Wykres Z—; dla punktéw zrédtowych
roztozonych na konturze podobnym roztozonych na konturze podobnym

Z kolei rozmieszczenie punktow Zrédtowych wyznaczone przez algorytm
genetyczny przedstawiono ponizej (rysunek 6.16). W tym przypadku réwniez
obszar, w ktérym rozmieszczone zostaty punkty Zroédtowe zostat ograniczony

w taki sposéb, ze granica obszaru w ktérym znajduja sie punkty Zrédtowe
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odsunieta jest o 2 od brzegu obszaru. Potozenie punktéw Zrédtowych wyznaczane

byto z doktadnoscig e=10-3.
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Rysunek 6.16 Rozmieszczenie punktdéw zrédtowych wyznaczone przez algorytm genetyczny

Wykresy tych samych funkcji otrzymane przy punktach Zrodtowych

rozmieszczonych przez algorytm genetyczny (rysunek 6.17 i 6.18):

Rysunek 6.17 Wykres Z—z dla wyniku uzyskanego z Rysunek 6.18 Wykres Z—Z dla wyniku uzyskanego z

wykorzystaniem algorytmu genetycznego wykorzystaniem algorytmu genetycznego

Z przeprowadzonych badan numerycznych wynika, Ze wyznaczenie

suboptymalnego potozenia punktow Zrédtowych przy uzyciu algorytmu
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genetycznego poprawia jako$¢ wynikow w zagadnieniach rozwigzywanych
metoda rozwigzan podstawowych. Poszukiwanie rozmieszczenia optymalnego jest
niezwykle trudne z powodu wymiaréw przestrzeni przeszukiwan potrzebnej dla
optymalizacji tak wielu zmiennych, w zwigzku z czym jest racjonalne
i uzasadnione, rowniez z praktycznego punktu widzenia, wyznaczanie takiego
rozmieszczenia, ktdre jest nieco gorsze od optymalnego, ale jednak zdecydowanie
lepsze od rozmieszczenia uzyskiwanego tradycyjng metodg, za$ czas niezbedny do

przeprowadzenia obliczen jest zdecydowanie kroétszy.
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7 Wyznaczanie efektywnego wspoétczynnika
przewodzenia ciepta w jednokierunkowym

wildoknistym materiale kompozytowym

7.1 Wprowadzenie

Efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta A, to parametr wyznaczany

teoretycznie lub eksperymentalnie dla niejednorodnych materiatéw, ktérych

sktadniki posiadajg rézne wspo6tczynniki przewodzenia.

Wyznaczenie efektywnego wspotczynnika przewodzenia ciepta w materiale
kompozytowym posiada dtugg historie oraz bogatg literature [Kol1989, Fur1997,
Tur2005, Lee2006, Zho2008, Jop2010]. Wsrod istniejacych metod wyznaczania

A, na drodze teoretycznej mozna wyr6zni¢ takie, w ktorych uktad widkien
w kompozycie jest regularny. Drugi przypadek dotyczy catkowicie losowego
rozkltadu wiokien. Zaktadajac pierwszy z wymienionych przypadkéw, celem
wyznaczenia A, rozwaza sie zwykle elementarng komoérke, w ktdrej wystepuje

jedno widékno i oblicza strumien ciepta przez te komoérke przy wykorzystaniu

prawa Fouriera.

W pracy rozwazany jest materiat kompozytowy, w ktérym witékna utoZzone
s3 jednokierunkowo, rownolegle wzgledem siebie. W takim przypadku mozna
rozwazac ptaskie pole temperatury w przekroju kompozytu. Rozwazana tutaj jest

komorka elementarna, w ktdrej wystepuje kilka wtokien; dla takiej komérki

wyznaczany jest A,. Wspotczynnik ten zalezy od wspoétczynnikéw przewodzenia

poszczegbélnych materiatow sktadajacych sie na kompozyt (osnowy oraz witékien),

objetoSciowej zawartos$ci wtokien oraz utozenia wtékien w kompozycie.

W pracy badany jest wplyw utoZzenia okreslonej liczby widkien w osnowie.
Wspbétczynniki przewodzenia tych materiatow jak i ich objetoSciowy udziat
w kompozycie sg znane. W celu wyznaczenia maksymalnej i minimalnej wartos$ci

A, wykorzystywany jest algorytm genetyczny. Oprdécz warto$ci maksymalnej
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i minimalnej, poszukiwane s3 takze takie utozenia witokien, ktére pozwalaja na

uzyskanie zadanej warto$ci wspdtczynnika A, z pomiedzy zakresu (A, min, 4, max)-

7.2 Geometria problemu

Model komorki rozwazanego kompozytu przedstawiony zostat na ponizszym

rysunku (rysunek 7.1).

2a

2a

Rysunek 7.1Schemat ideowy komorki elementarnej przekroju
poprzecznego kompozytu wtéknistego jednokierunkowego

Zaréwno materiat osnowy jak i materiat witdkien sg jednorodne i izotropowe,
charakteryzuja sie réoznymi wtasciwosciami, z ktérych istotne sg w tym przypadku
wspotczynniki przewodzenia ciepta. Material osnowy M posiada wspétczynnik Ay,
za$ wiokna Fi...Fn (N - liczba wtékien) posiadajg wspotczynnik Ar. Zaktada sie, ze
wspotczynniki Av, Ar sg state. Ponadto zaktada sie, Ze stosunek dtugosci wiékien do
ich $rednicy jest na tyle duzy, Ze moga by¢ one traktowane jako nieskonczenie
dtugie, a pomiedzy witéknami i osnowg istnieje doskonaty kontakt termiczny.
Przeptyw ciepta jest ptaski, ustalony i odbywa sie w kierunku prostopadtym do

kierunku utozenia witdkien.
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7.3 RoOwnanie rzadzace i warunki brzegowe

Rozwazany przyktad (rysunek 7.2) dotyczy ustalonego przewodzenia ciepta
w zwigzku z czym zagadnienie moze by¢ opisane rownaniem Laplace'a zar6wno

w obszarze osnowy jak i w kazdym z wtdkien zgodnie z ponizszym réwnaniem:

0%T; 0°T; ]
axz + ayz =0 dlai= M, Fl,..,N' (71)
D(_lal) TZTG C(lzl)
VT, =0
OF, v
Ty= Tk,
oT oT oTk oT
ol _ L 9Im_y OlF o _
ox 0 M on Fon Ox 0
OF,
Ty=Tg,
0Ty _y Tk,
KMa—n F 2n

YL A(-1,-1) =Ty, B (1,-1)

Rysunek 7.2 Geometria rozwazanego zagadnienia oraz warunki
brzegowe dla poszczegélnych obszaréw kompozytu dla dwdch wiékien (N=2)

Dla rozwazanego zagadnienia zdefiniowano nastepujace warunki brzegowe:

oT,
6_;4 =0 nabrzegach x =x, = -1, x =x5 =1, (7.2)
Ty =Tp = 0°C nabrzegu y= -1, (7.3)
Ty =T; =100°C nabrzegu y =1, (7.4)
Ty = Tr nabrzegach dFy, (7.5)
0Ty o0Tx
Ay ek Ap 5, ha brzegach oF). (7.6)
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7.4 Efektywny wspoétczynnik przewodzenia

Strumien ciepta opisywany jest przez prawo Fouriera w nastepujacej postaci:
q =—AVT (7.7)

qdzie ¢ oznacza gesto$¢ strumienia ciepta, A to wspo6tczynnik przewodzenia ciepta,
T - temperatura. Rozwazana komorka jest wycinkiem kompozytu i zaktada sie, ze
przewodzenie ciepta dla catej komérki nastepuje tylko w jednym Kkierunku,
prostopadtym do osi x co wynika z zatozonych warunkéw brzegowych (7.2-7.4).

W tym przypadku gesto$c¢ strumienia ciepta mozna opisa¢ wzorem:

A OT 7.8
W takim przypadku warto$¢ gestoSci Sredniego strumien ciepta w dowolnie
wybranym przekroju komorki (réwnolegtym do osi x), powinna by¢ taka sama dla
kazdego przekroju, co wynika z zatozonego kierunku ustalonego przewodzenia

ciepta i mozna jg wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

f"B,l—d

s x—xA'

(7.9)

Z powyzszego, uwzgledniwszy stalg warto$¢ temperatury na dolnym i gérnym
brzegu komoérki, mozna wyznaczy¢ warto$¢ efektywnego wspotczynnika

przewodzenia ciepta w rozwazanej komérce w postaci:

fxBA—d
(Tp TG)(xB —X4)

(7.10)

A, =

7.5 Rozwiazanie

Zagadnienie rozwigzywano przy zastosowaniu metody rozwigzan
podstawowych. W takim wypadku, dla zatoZonej postaci rownania rzadzacego

zaktada sie rozwigzanie w postaci liniowej kombinacji rozwigzan podstawowych:
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T, = z cijinr? dlai=M,F_y (7.11)
J

gdzie: T; to temperatura w i-tym obszarze (osnowie lub jednym z witdkien), c; -

nieznane wspétczynniki, 1 =.(x —x)?+ (¥ —y;))% x i y - wspoirzedne
dowolnego punktu w rozwazanym obszarze oraz x; y; - wspotrzedne punktow
Zrédtowych. Rdwnanie jest rozwigzywane w kazdym z obszaréw (dla osnowy oraz
kazdego z wtdkien). ROwnanie jest $cisle speinione w rozwazanych obszarach, za$

warunki brzegowe sa spetniane w sposéb przyblizony poprzez kollokacje.

Potozenie jak i liczba punktéw Zrédtowych wplywa na jakos$¢ rozwigzania,
w zwigzku z tym byly one réwniez optymalizowane przy pomocy algorytmu
genetycznego. Optymalizacja potozenia kazdego z punktéw Zrédlowych z osobna
bytaby nieefektywna przy duzej iloSci punktéw Zrédtowych, wobec tego, sg one
roztozone na okres$lonych konturach, optymalizowane za$ sg parametry tych

konturdéw (rysunek 7.3).

Rysunek 7.3 Rozmieszczenie punktéw zrédtowych wokot
komorki elementarnej rozwazanego kompozytu
oraz wewnatrz i na zewnatrz wtékien kompozytu
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7.6 Parametry zastosowanych metod

We wszystkich przyktadach przyjete zostaty wartoSci parametréw metody

rozwigzan podstawowych przedstawione w tabeli 7.1, a parametry algorytmu

genetycznego przedstawiono w tabeli 7.2.

Tabela 7.1 Parametry metody rozwigzan podstawowych

Oznaczenie | Wartos¢ Znaczenie
PK; 320 liczba punktéw kollokacji na brzegu konturu zewnetrznego
PKw 50 liczba punktéw kollokacji na brzegu kazdego z wtékien
Np 36 liczba punktéw Zrédtowych na zewnatrz Kkonturu
zewnetrznego
Nw 31 liczba punktéw zrédtowych wewnatrz konturéw witokien
Nz 9 liczba punktéw Zrédtowych na zewnatrz konturéw wiékien
d 1.0 odlegto$¢ konturu punktéw zZroédtowych od konturu
zewnetrznego osnowy
Rw 0.18 odlegtos¢ konturu punktéw Zroédtowych od srodka wtékna
Rz 6.1 odlegto$¢ konturu punktéow zrédtowych od srodka wtékna

Tabela 7.2 Parametry algorytmu genetycznego

Oznaczenie | Wartos¢ Znaczenie

N_pop 12 wielkos¢ populacji

N_gen 40 liczba pokolen

Nit 480 catkowita ilo§¢ wykonanych iteracji

e 0.01 doktadno$¢ przeszukiwania

Sp_size 2.8E+14 liczba mozliwych rozwigzan dla 3 wtékien przy
doktadnosci e

Sp_size 2.8E+19 j-w. dla 4 widkien
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7.7 Wyniki numeryczne

7.7.1 Komérka zawierajgca 3 wlokna Ay< Ar, R=0,25

W prezentowanym przyktadzie optymalizacji materialu kompozytowego
w celu uzyskania optymalnej wartosci efektywnego wspoétczynnika przewodzenia
ciepta A analizowano materiat kompozytowy sktadajacy sie z komorek
zawierajacych 3 widkna, przy czym wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy byt
mniejszy niz wspotczynnik przewodzenia ciepta witékien. Parametry materiatu
przedstawiono w tabeli 7.3. Wykorzystujac algorytm genetyczny wyznaczono
uktad wiékien w komoérce, dla ktérego maksymalna warto$¢ Ae = 0.153 (rysunek

7.4). Btedy spelnienia warunkéw brzegowych przedstawiono w tabelach 7.4 1 7.5.

Nastepnie wyznaczono ukiad wiokien (rysunek 7.5) dla osiaggniecia
minimalnej wartos$ci efektywnego wspoétczynnika przewodzenia, ktérego wartos¢
w tym przypadku wyniosta A.=0.123. Btedy speinienia warunkéw brzegowych

zestawiono w tabelach 7.61 7.7.

Trzecim analizowanym przypadkiem byta optymalizacja utozenia witdkien
zapewniajace uzyskanie efektywnego wspdtczynnika przewodzenia ciepta jak
najblizszego wartosci A. =0.13. W wyniku optymalizacji otrzymano uktad
witdkien(rysunek 7.6) w komérce kompozytu spetniajacy doktadnie oczekiwania
dotyczace wartosci efektywnego wspotczynnika przewodzenia: A. =0.13. Btedy

speinienia warunkéw brzegowych dla tego uktadu zestawiono w tabelach 7.8 7.9.

Zarobwno w tym jak i kazdym kolejnym analizowanym przyktadzie

analizowane byty komdrki kwadratowe o szerokos$ci 2cm.

Tabela 7.3 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Wartos$¢ Znaczenie

Am 0.1 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 2.0 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta widkien
R 0.25 [cm] Srednica wiékien

F/M 15% objetosciowy udziat wtokien w osnowie
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Rysunek 7.4 Uktad widkien dla osiggniecia maksymalnej wartos$ci Ae,
Am< Ar, R=0,25

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: 4.=0.153.

Tabela 7.4 Bledy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komdrki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1

0Ty 0Ty
Warunek Ty =Tp W Ty =Tg, W
Blad 0.02 0.005 0.001 0.007

Tabela 7.5 Bledy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wiéknami

Warunek | Brzeg wlékna/osnowa Wiékno F1 | Wi6kno F; | Widékno Fs

1 Ty = Tr, 0Fy 0.002 0.007 0.01
2 A 0T _ A OTr dF, 0.002 0.006 7.3E-05
M ay - F ay 4 N - . - -
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Rysunek 7.5 Uktad wtékien dla osiggniecia minimalnej wartosci Ae,
Am< Ar, R=0,25

Warto$¢ minimalna Ae wyznaczona przez AG wynosi: 1.=0.123.

Tabela 7.6 Btedy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty

Wal‘unek TM = TD E TM = TG' E

Blad 0.006 0.03 0.004 0.004

Tabela 7.7 Bledy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osno

z wioknami

Warunek | Brzeg wlékna/osnowa Wiékno F1 | Wi6kno F; | Widékno Fs
1 Ty = Tr, 0Fy 0.0004 0.001 0.001
0Ty 0Tk
2 0.0002 0.0007 0.0007

Ay——=Ag———,0F
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Rysunek 7.6 Uktad widkien dla osiggniecia wartosci Ae=0.13, Am< Ar, R=0,25

Warto$¢ A.najblizsza wartosci 0.13 wyznaczona przez AG wynosi: A.=0.13.

Tabela 7.8 Btedy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
Ty, Ty,
Wal‘unek TM = TD E TM = TG' E
Blad 0.006 0.005 0.02 0.005
Tabela 7.9 Btedy sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wiéknami
Warunek | Brzeg wlékna/osnowa Wi6kno F1 | Wi6kno F; | Widkno F3
1 Ty =Tr, 0Fy 1.1E-05 0.001 0.0004
0Ty Ty
2 Ay——=2Ar——,0Fy 3.9E-05 0.0002 0.0003
dy dy

7.7.2 Komérka zawierajaca 3 wlokna Ay> Ar, R=0,25

W prezentowanym przyktadzie dokonano podobnej analizy jak w przypadku

wczes$niejszym - celem bylo wyznaczenie maksymalnego efektywnego
wspotczynnika przewodzenia ciepta dla kompozytu, ktéorego komodrka
elementarna zawiera 3 wildékna. Dokonano jednakze zmiany wartoSci

wspotczynnikow przewodzenia ciepta witékien i osnowy, w zwigzku z czym, w tym

wypadku wspétczynnik przewodzenia ciepta dla matrycy byt wiekszy niz dla
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witdkien. Parametry materiatu przedstawiono w tabeli 7.10. Wyznaczono uktad

witékien w komorce, dla ktérego maksymalna warto$¢ Ae = 1.65 (rysunek 7.7).

Btedy spetnienia warunkow brzegowych przedstawiono w tabelach 7.111i7.12.

Tabela 7.10 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Warto$¢ Znaczenie

Am 2.0 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 0.1 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta widkien
R 0.25 [cm] Srednica wiékien

F/M 15% objetosciowy udziat witdkien w osnowie
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Rysunek 7.7 Uktad wtdkien dla osiggniecia maksymalnej wartos$ci Ae, Am>Ar, R=0,25

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A.=1.65.

Tabela 7.11 Bledy Sredniokwadratowe speinienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty
Warunek Ty =Tp W Ty =Tg, W
Blad 0.006 0.014 0.012 0.002
Tabela 7.12 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami
Warunek Brzeg wiékna/osnowa | Wlékno F; | Wi6knoF, | Wldkno F;s
1 Ty = Tp, 0Fy 0.0005 0.0003 0.0006
2 A T _ A OTr 0F, 1.3E-05 0.0002 0.002
M ay = Ar ay ) N . - . .
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7.7.3 Komoérka zawierajaca 4 wiokna Au< Ar, R=0,25

W prezentowanym przyktadzie optymalizacji materiatu kompozytowego
w celu uzyskania optymalnej wartosci efektywnego wspotczynnika przewodzenia
ciepta A analizowano materiat kompozytowy sktadajacy sie z komorek
zawierajacych 4 widkna, przy czym wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy byt
mniejszy niz wspotczynnik przewodzenia ciepta widkien. Parametry materiatu
przedstawiono w tabeli 7.13. Wykorzystujac algorytm genetyczny wyznaczono
uktad wiokien w komorce, dla ktérego maksymalna warto$¢ A. = 0.176 (rysunek
7.8). Bledy speinienia warunkéw brzegowych przedstawiono w tabelach 7.14

i7.15.

Nastepnie wyznaczono ukitad witékien (rysunek 7.9) dla osiggniecia
minimalnej wartosci efektywnego wspétczynnika przewodzenia, ktérego wartos¢
w tym przypadku wyniosta A.=0.137. Btedy speinienia warunkéw brzegowych

zestawiono w tabelach 7.1617.17.

Tabela 7.13 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Warto$¢ Znaczenie

Am 0.1 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 2.0 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta widkien
R 0.25 [cm] Srednica wiékien

E/M 20% objetosSciowy udziat witdkien w osnowie
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Rysunek 7.8 Uktad wtékien dla osiggniecia maksymalnej wartosci Ae,

AM<Ar, R=0,25

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A.=0.176.

Tabela 7.14 Bledy Sredniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1

0Ty 0Ty
Warunek TM = TD E TM = TG' W
Blad 0.048 0.018 0.016 0.011

Tabela 7.15 Bledy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Wi6kno Wi6kno Wi6kno | Wid6kno
Warunek | Brzeg wlékna/osnowa
F1 F2 F3 F4
1 Ty = Tp, 0Fy 0.007 0.005 0.003 0.002
0Ty 0Tr
2 Ay——=Ag———,0Fy 0.003 0.001 0.001 0.006
dy dy

86




06

02f

02} e

0.4 F

Rysunek 7.9 Uktad wtékien dla osiggniecia minimalnej wartosci A, Am<Ar, R=0,25

Warto$¢ minimalna Ae wyznaczona przez AG wynosi: A.=0.137.
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Tabela 7.16 Bledy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1

0Ty 0Ty
Warunek TM = TD W TM = TG' W
Blad 0.002 0.02 0.01 0.006

Tabela 7.17 Bledy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Wi6kno Wiékno Wi6kno | Widékno
Warunek | Brzeg wiékna/osnowa
F1 F2 F3 F4
1 Ty = Tg, 0Fy 0.0005 0.0003 0.0007 0.0006
0Ty 0Tg
2 Am W = A W JdFy 0.0002 0.0001 0.0001 0.0002

7.7.4 Komoérka zawierajaca 4 wiokna Ay> Ar, R=0,25

W prezentowanym przyktadzie optymalizacji materialu kompozytowego

w celu uzyskania optymalnej wartosci efektywnego wspoétczynnika przewodzenia

ciepta A analizowano materiat kompozytowy sktadajacy sie z komoérek

zawierajacych 4 widkna, przy czym wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy byt

wiekszy niz wspétczynnik przewodzenia ciepta wiékien. Parametry materiatu
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przedstawiono w tabeli 7.18. Wykorzystujac algorytm genetyczny wyznaczono
uktad wiékien w komoérce, dla ktérego maksymalna warto$¢ Ae = 1.479 (rysunek
7.10). Btedy spetienia warunkéw brzegowych przedstawiono w tabelach 7.19

17.20.

Nastepnie wyznaczono ukitad witokien (rysunek 7.11) dla osiaggniecia
minimalnej wartosci efektywnego wspétczynnika przewodzenia, ktérego wartos¢
w tym przypadku wyniosta A.=1.065. Btedy speinienia warunkéw brzegowych

zestawiono w tabelach 7.211 7.22.

Trzecim analizowanym przypadkiem byta optymalizacja utozenia wtdkien
zapewniajace uzyskanie efektywnego wspdtczynnika przewodzenia ciepta jak
najblizszego wartosci A =1.35. W wyniku optymalizacji otrzymano uktad
witdkien(rysunek 7.13) w komorce kompozytu spetniajacy doktadnie oczekiwania
dotyczace wartosci efektywnego wspotczynnika przewodzenia: A. =1.35. Btedy
spelnienia warunkéw brzegowych dla tego ukitadu zestawiono w tabelach 7.23

17.24.

Tabela 7.18 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Warto$¢ Znaczenie

Am 2.0 [W/mK] | wspétczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 0.1 [W/mK] | wspétczynnik przewodzenia ciepta wtdkien
R 0.25 [cm] $rednica widkien

F/M 20% objeto$ciowy udzial wtokien w osnowie
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Rysunek 7.10 Uktad wtékien dla osiggniecia maksymalnej wartosci Ae, Am>Ar, R=0,25

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A.=1.45.

Tabela 7.19 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkdéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty
Warunek TM = TD W TM = TG' W
Blad 0.002 0.004 0.003 0.006
Tabela 7.20 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami
Wiékno Wiékno Wiékno | Wiékno
Warunek | Brzeg witékna/osnowa
F1 F2 F3 F4
1 Ty = Tg, 0Fy 0.0002 0.0003 5.8E-06 0.0002
2 A T _ A OTr JF, 2.4E-05 5.0E-06 0.0001 0.002
M ay — Ap ay ) N . - . - . .
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Rysunek 7.11 Uktad wtékien dla osiggniecia minimalnej wartosci A, AM>Ar, R=0,25

Warto$¢ minimalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A.=1.07.

Tabela 7.21 Bledy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1

0Ty 0Ty
Warunek TM = TD W TM = TG' W
Blad 0.1 0.4 0.16 0.1

Tabela 7.22 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Wi6kno Wiékno Wiékno | Widékno
Warunek | Brzeg wi6kna/osnowa
F1 F2 F3 Fa
1 Ty = Tg, 0Fy 0.002 0.006 0.004 0.009
2 A 0T =1 OTr dF, 0.0001 0.001 0.003 0.001
M ay = AR ay ) N . . . .
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Rysunek 7.12 Uktad widkien dla osiggniecia warto$ci Ae=1.35, Am<Ar, R=0,25

Warto$¢ A wyznaczona w procedurze optymalizacyjnej wynosi: A.=1.35.

Tabela 7.23 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkdéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty

Warunek TM = TD W TM = TG' W

Blad 0.004 0.03 0.018 0.01

Tabela 7.24 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Wiékno Wiékno Widékno | Wiékno
Warunek | Brzeg wlékna/osnowa
F1 F2 F3 F4
1 Ty =T, 0Fy 9.6E-05 4.3E-05 0.002 0.0002
aT, aT, 5.6E-05 2.5E-05 1.1E-05 | 2.9E-05
2 llM _M - AF _F, aFN
dy dy
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7.7.5 Komoérka zawierajaca 3 wiokna, Am>Af, R=0,4

W prezentowanym przyktadzie optymalizacji materiatu kompozytowego
w celu uzyskania optymalnej wartosci efektywnego wspoétczynnika przewodzenia
ciepta Ae analizowano materiat kompozytowy sktadajacy sie z komorek
zawierajacych 3 widkna, przy czym wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy byt
wiekszy niz wspotczynnik przewodzenia ciepta wtokien. W odréznieniu od punktu
7.7.1 pracy witdkna w tej komérce mialy wieksza Srednice, a co za tym idzie
objetosciowy udzial widkien w osnowie zostat zwiekszony. Parametry materiatu
przedstawiono w tabeli 7.25. Wykorzystujac algorytm genetyczny wyznaczono
uktad wtékien w komorce, dla ktérego maksymalna warto$¢ Ae = 0.99 (rysunek
7.13). Btedy spetienia warunkéw brzegowych przedstawiono w tabelach 7.26

17.27.

Tabela 7.25 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Warto$¢ Znaczenie

Am 2.0 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 0.1 [W/mK] wspoétczynnik przewodzenia ciepta widkien
R 0.4 [cm] $rednica widkien

F/M 38% objetosciowy udziat wtokien w osnowie

S0

80

170

- 60

150

H40

30

Rysunek 7.13 Uktad wtdkien dla osiagniecia maksymalnej wartosci Ae, Av>Ar, R=0,4

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A1.=0.99.
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Tabela 7.26 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkdéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty
Warunek TM = TD W TM = TG' W
Blad 0.006 0.009 0.02 0.04
Tabela 7.27 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami
Warunek | Brzegwlékna/osnowa | Wiokno F1 | Widkno F, Wiékno F;
1 Ty =Tr,0Fy 0.001 0.0007 0.002
0Ty, Ty
2 Ay—=—=Ap——,0Fy 0.0008 0.001 0.0001
ay ay

7.7.6 Komorka zawierajgca 3 wlokna, Am<Af, R=0,4

W prezentowanym przyktadzie optymalizacji materiatlu kompozytowego
w celu uzyskania optymalnej wartosci efektywnego wspoétczynnika przewodzenia
ciepta A analizowano materiat kompozytowy sktadajacy sie z komorek
zawierajacych 3 widkna, przy czym wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy byt
Podobnie jak

w poprzednim przypadku, wtékna w tej komoérce miaty wieksza Srednice niz

mniejszy niz wspoétczynnik przewodzenia ciepta witdkien.
w przyktadach wczesniejszych. Parametry materiatu przedstawiono w tabeli 7.28.
Wykorzystujac algorytm genetyczny wyznaczono uktad witékien w komorce, dla
ktérego maksymalna warto$¢ A. = 0.73 (rysunek 7.14). Btedy spetnienia warunkéw

brzegowych przedstawiono w tabelach 7.29 i 7.30.

Tabela 7.28 Warto$ci przyjete w obliczeniach

Oznaczenie | Wartos¢ Znaczenie

Am 0.1 [W/mK] wspotczynnik przewodzenia ciepta osnowy
Ar 2.0 [W/mK] wspoétczynnik przewodzenia ciepta widkien
R 0.4 [cm] Srednica wiékien

F/M 38% objetosSciowy udziat witdkien w osnowie
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Rysunek 7.14 Uktad wtékien dla osiggniecia maksymalnej wartosci Ae, AM<Ar, R=0,4

Warto$¢ maksymalna A. wyznaczona przez AG wynosi: A.=0.73.

Tabela 7.29 Bledy Sredniokwadratowe speinienia warunkéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1

0Ty 0Ty
Wal‘unek TM = TD E TM = TG' E
Blad 0.07 0.11 0.06 0.14

Tabela 7.30 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Warunek | Brzegwldkna/osnowa | Wi6kno F; | Wi6knoF, | Wiékno F;

1 Ty = Tr, 0Fy 0.02 0.01 0.0003
Ty, Ty 0.006 0.007 3.6E-05
2 Ay ——a = Ap—, dF,
M ay F ay N

7.8 Zastosowanie algorytmu genetycznego do rozmieszczenia

punktow zrodlowych i poprawienia dokladnosci rozwiagzania

Dla analizowanego w rozdziale 7.7.6 przypadku przeprowadzono réwniez
optymalizacje parametrow metody rozwigzan podstawowych. Z powodu bardzo
duzej liczby punktéw Zrodtowych, nie optymalizowano potozenia kazdego

z punktéw Zrédtowych z osobna, lecz przyjeto ze punkty Zrédtowe rozmieszczone
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s3 na konturach podobnych do ksztattu rozwazanych obszaréw. Do obliczen

przyjeto sze$¢ zmiennych decyzyjnych:

1) promien okregu na ktérym rozmieszczone s3g Zrodta wewnatrz
wilokna: Ri;

2) liczba punktéw Zrodtowych na tym konturze Ny;

3) promien okregu na ktérym rozmieszczone sg zrédta na zewnatrz
wtokna: R;

4) liczba punktow Zrédtowych na tym konturze Nz;

5) odlegto$¢ konturu wokét rozwazanej komoérki kompozytu na ktéorym
rozmieszczone s3g zrodta: d;

6) liczba punktéw Zrodtowych na tym konturze: Np,

W obliczeniach zastosowano réwniez optymalizacje wielokryterialng (2.6),
co pozwolito na poprawe jakoSci rozwigzania, ale nie doprowadzito do poprawy
jakosci kazdego z warunkoéw brzegowych. Zestawienie parametrow metody
rozwigzan podstawowych przed optymalizacja oraz po optymalizacji
przedstawiono odpowiednio w tabelach 7.31 i 7.32. W tabelach 7.33 i 7.34
zestawiono btedy speinienia warunkéw brzegowych, a rozmieszczenie punktéw
Zrédtowych przed optymalizacjg i po optymalizacji przedstawiono na rysunkach

7.15i7.16.

Tabela 7.31 Parametry metody rozwigzan podstawowych przed optymalizacjg

Oznaczenie | Wartos¢
liczba punktéw Zrédtowych na zewnatrz konturu
N 3 zewnetrznego
N; 31 liczba punktéw Zrédtowych wewnatrz konturéw witékien
N; 9 liczba punktéw Zrédtowych na zewnatrz konturéw widkien
odlegto$¢ konturu punktow zroédtowych od konturu
4 Lo zewnetrznego osnowy
R; 0.18 odlegtos¢ konturu punktéw Zrédtowych od srodka wtékna
R> 6.1 odlegto$¢ konturu punktéw zrédtowych od srodka wiékna
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Tabela 7.32 Parametry metody rozwigzan podstawowych po optymalizacji

Oznaczenie | Wartosc¢
liczba punktéw zrédtowych na zewnatrz konturu
N >0 zewnetrznego
N; 28 liczba punktéw Zrédtowych wewnatrz konturéw witékien
liczba punktéw zrédtowych na zewnatrz konturow
N v wildkien
odlegtos¢ konturu punktéw Zrédtowych od konturu
4 >12 zewnetrznego osnowy
R; 0.27 odlegtos¢ konturu punktéw Zrédtowych od sSrodka witékna
R> 5.01 odlegtos¢ konturu punktéw Zrédtowych od sSrodka witékna

Tabela 7.33 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkdéw brzegowych na brzegach zewnetrznych komérki

Brzeg y=-1 x=1 y=1 x=-1
0Ty 0Ty
Wal‘unek TM = TD E TM = TG' W
Blad przed
0.07 0.11 0.06 0.14
optymalizacja
Blad po
acp 0.04 0.09 0.02 0.11
optymalizacji

Tabela 7.34 Btedy $redniokwadratowe spetnienia warunkéw brzegowych na styku osnowy z wtéknami

Brzeg Wi6kna/osnowa | Wiékno F; | Wlékno F, | Wlékno F;
Blad przed
Ty = Tr, 0Fy 0.02 0.01 0.0003
ptymalizacja
Blad po
Ty = Tr, 0Fy 0.01 0.01 0.0001
optymalizacji
Blad przed aT, aT,
Ay — = Ap—, 8Fy 0.006 0.007 3.6E-5
ptymalizacja dy dy
Blad po aT, aT,
Ay — = Ap—, 8Fy 0.007 1.6E-6 0.002
optymalizacji dy dy
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Rysunek 7.16 Uktad punktéw zrédtowych po optymalizacji

97

90

80

70

60

50

40

30

20

10

90

80

170

160

150

40

30

20

10



8 Wnhnioskii podsumowanie

Niniejsza praca miata na celu weryfikacje postawionych w rozdz. 1.1 dwéch

tez rozprawy tj.:

1. Zastosowanie algorytmow genetycznych pozwala na optymalizacje
potozenia Zrodet MRP ,co poprawia jako$¢ uzyskiwanych wynikéw;

2. Zastosowanie metod hybrydowych moze by¢ z powodzeniem
stosowane w procesie konstruowania urzadzen i projektowania

struktury materiatéw o pozadanych wtasciwos$ciach cieplnych.

Przeprowadzony eksperyment numeryczny i otrzymane w nim wyniki
zaprezentowane w rozdziale 6 oraz 7 pracy potwierdzaja stuszno$¢ pierwszej
z postawionych tezy. Rozmieszczenie punktéw Zrédtowych wptywa na jakos¢
rozwigzania uzyskiwanego przy rozwigzywaniu zagadnien brzegowych
z wykorzystaniem metody rozwigzan podstawowych. Zastosowanie algorytmu
genetycznego pozwala na uzyskanie takiego rozmieszczenia punktéw Zrédtowych,
w wyniku ktérego uzyskiwane wyniki cechujg sie mniejszym btedem spetnienia
warunkow brzegowych, a co za tym idzie, sa jakoSciowo lepsze od tych
uzyskiwanych przy tradycyjnym rozmieszczeniu na konturze podobnym do
geometrii rozwazanej obszaru umieszczonym w matej odlegtosci od brzegu. Nalezy
réwniez  podkresli¢  skuteczno$¢  zastosowanej metody  optymalizacji
wielokryterialnej dla zagadnienia Motza, ktére charakteryzuje sie nieciggtosciag

warunkow brzegowych.

Wyniki uzyskane w rozdziale 5 oraz 7 potwierdzaja stuszno$¢ drugiej
z postawionych tez. Zastosowanie metod hybrydowych pozwala na skutecznag
optymalizacje konstrukcji urzadzen ze wzgledu na ich parametry cieplne. Na
przyktadzie wymiennika ciepta zaprezentowano w rozdziale 5 wyniki symulacji
przeprowadzonych dla wymiennika ciepta, dla ktérego zdefiniowano funkcje celu
w postaci maksymalnej Sredniej wartosci temperatury w rozwazanym obszarze.
Algorytm genetyczny wspdipracujacy z pakietem obliczeniowym COMSOL
skutecznie poradzit sobie z wyznaczeniem takiej konfiguracji przy Kktérej

urzadzenie osigga bardzo dobre parametry ze wzgledu na postawione kryteria.
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Zastosowany algorytm pozwala réwniez na optymalizacje struktury
kompozytu wiéknistego, jednokierunkowego, ze wzgledu na parametr jakim jest
efektywny wspotczynnik przewodzenia ciepta. W kompozycie sktadajacym sie
z dwoch materiatow (matrycy i witdkien) charakteryzujacych sie roznymi
wspotczynnikami  przewodzenia ciepta mozna uzyska¢ rdézne wartoSci
efektywnego wspdiczynnika przewodzenia ciepta, w zaleznos$ci od przestrzennej
konfiguracji witokien w kompozycie. Zastosowana metoda optymalizacyjna
pozwolita na skuteczne wyznaczenie takich konfiguracji dla analizowanych

przypadkow zaprezentowanych w rozdziale 7 pracy.

Mozna zatem stwierdzi¢, iZ postawione we wstepie pracy tezy zostaly

potwierdzone, a cele osiggniete.
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Zalaczniki

W zatacznikach zawierajgcych kody programéw umieszczono wybrane trzy

programy napisane na cele badan numerycznych niniejszej pracy.

Zalacznik 1 - kod programu - optymalizacja potozenia Zrodet

ciepta z wykorzystaniem algorytmu genetycznego

Program napisano w jezyku Matlab/Comsol Script

function g = ga_ht4v2()
format long;
%parametry algorytmu genetycznego

mP=0.02; $prawdopodobienstwo mutacji

cP=0.25; $prawdopodobienstwo krzyzowania
DB=-1.0; %dolna granica przedzitu przeszukiwania
TB=2.0; $gbérna granica przedzitu przeszukiwania
varLim=[

0.071,0.945,3;

1:
rng=CvarLim(:,2)-varLim(:,1)).*(power(10,varLim(:,3)));
varN=length(rng);
bitsNV=zeros(1,varN);
for i=1l:varN

while((2"bitsNV(i))<rng(i))

bitsNV(i)=bitsNV(i)+1;

end
end
allIBits=sum(bitsNV);
disp(bits\V);
pPoOpN=8; $ilo$c osobnikéw w populacii
prec=4; $doktadnos¢ obliczen

maxCnt=8; S%maksymalna ilosc iteracji

bestCh=[1]; %dodatkowa zmienna zapamietujaca najlepszy CH
bestPop=0; $zawiera numer populacji w ktérym wystapit najlepszy
bestChEval=0; %wartosc funkcji dopasowania najlepszego

rng=(TB-DB) *10"prec; %$liczba catkowita reprezentujaca szeroko$¢ przedziatu
bitsN=1; %ilo$¢ bitdw potrzebna do zakodowania CH

selCh=[]; $tablica zawierajaca CH po selekciji

selCrossCh=[]; Stablica zawierajaca numery CH do krzyzowania

a=[1; %dystrybuanta

SwM=1[1]; $tablica zawierajaca CH w formie binarnej

T=zeros(maxCnt,4); Y%tablica do zapisywania czaséw iteracji
%dane(d, :)={"cnt", 1", "w","x","y","p","q"};
yval (bestCh,varLim,bitsNV,varN,0,1);
while((2"bitsN)<rng)
bitsN=bitsN+1;
end
startPopRealM=rand(popN,varN) ;
for i=1:popN
for j=l:varN
wM(i,j)=round(startPopRealM(i,j) -*2"bitsNV());
end
end
warunek=0; $warunek zatrzymania petli, przetacza sie kiedy cnt==maxCnt
cnt=0; %licznik iteracji
% w petlach uzywane sa zmienne iteracyjne i, j
while(warunek==0)
disp(cnt);
tic;
%wM=checkCoords(wM,0.101,bitsNV,varLim,varN,popN,bestCh);
v=yvalN(wM,varLim,bitsNV,popN,varN);
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vMin=abs (min(v)); %przesuniecie, do przedziatu dodatniego, aby sP>0
vTmp=v+vMin;

vTmpAll=sum (vTmp); %catkowite dopasowanie populacji
sP=(vTmp/vTmpAll); %obliczanie prawdopodobienstwa selekcji CH sP

for i=1:popN
if(v(i)>bestChEval)
bestChEval=v(i);
bestCh(1:varN)=wM(i,:);
bestPop=cnt;
display(“znaleziono lepszego osobnika:");
yval (bestCh,varLim,bitsNV,varN,0,cnt);
end
q(i)=sum(sP(1:1)); %obliczanie dystrybuanty
end
rv=rand(popN);
for i=1:popN
r=rv(i); %losowanie do selekcji
if(r<q(i))
selCh(i)=wM(i); %zapisywane sa wartosci Ch z zachowaniem indeksoéw
else
for j=i+1l:popN
if r<qQ)
selCh(1)=wM();
break;
end
end
end

r=rand(l); %$losowanie do krzyzowania
1T(r<=cP)

selCrossChN=length(selCrossCh);

selCrossCh (selCrossChN+1)=1i; %zapisywane sa indeksy CH z tablicy w
end

end
selCrossChN=length (selCrossCh); %ilosc CH do krzyzowania

if(mod(selCrossChN,2)==1)
%usuwanie losowego jesli nieparzysta ilosc
%selCrossCh(randint(1,1,[1,selCrossChN]))=[1;
selCrossCh(myRandInt(selCrossChN))=[]:
selCrossChN=selCrossChN-1;

end

for i=1 : (selCrossChN/2)

$n=randint (1,1, [1, length(selCrossCh)]); %$losowanie 1 CH do krzyz.
n=myRandInt(length(selCrossCh));

nwl=selCrossCh(n); %pobranie indeksu 1 CH w tablicy v
selCrossCh(n)=[]; %Swyciecie CH z tablich CH wylosowanych do krzyz.

$n=randint (1,1, [1,length(selCrossCh)]); %$losowanie 2 CH do krzyz.
n=myRandInt(length(selCrossCh));

nw2=selCrossCh(n); %jw. 2CH

selCrossCh(n)=[];

%locus=randint(1,1,[2,popN-1]); %$loswanie miejsca krzyzowania i-tej
Y%pary

locus=myRandInt(alIBits-1);

bw=0;

bt=0;

for j=locus:allBits-1
for jj=(bw+1l):varN
if(g>bt)
bw=bw+1;
bt=bt+bitsNV(]j);
else break;
end
end
k=j-1-bt+bitsNV(bw);
%disp([wM(nwl,bw),22(k)D);
al=bitand(wM(nwl,bw),2"(k));
a2=bitand(wM(nw2,bw) ,2~(K));
if(al-=a2)
if(al)
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wM(nwl, bw)=wM(nwl,bw)-2"(k);
wM(nw2 , bw)=wM(nw2 , bw)+2~(k) ;
else
wM(nwl, bw)=wM(nwl,bw)+2~(k);
wM(nw2 , bw)=wM(nw2 ,bw)-2"(k) ;
end
end
end
end
$koniec krzyzowania
%mutacja
rv=rand(popN,allBits);
for i=1 : popN
bw=0;
bt=0;
for j= 1l:allBits
for jj=(bw+l):varN
if(g>bt)
bw=bw+1;
bt=bt+bitsNV(]j);
else break;
end
end
k=j-1-bt+bitsNV(bw);
r=rv(i,j);
if(r<mP)
wBin(i, j)=~wBin(i, j);
al=bitand(wWM(i,bw),2"(K));
if(al)
wM(i , bw)=wM(i ,bw)-27(k);
else
wM(i, bw)=wM(i ,bw)+27 (k) ;
end
end
end
end
cnt=cnt+1;
if(cnt==maxCnt)
warunek=1;
end
c=clock;
T(cnt,l)=cnt;
T(cnt,2)=toc;
T(cnt,3)=c(5);
T(cnt,4)=c(6);
end
disp(T);
disp(bestChEval);
disp(bestPop);
g=yval (bestCh,varLim,bitsNV,varN,1,cnt);
%end
%funkcja testowa dla pojedynczego chromosomu
function t=yval(x,varLim,bitsNV,varN,plt,cnt)
for j=1l:varN
hN_tmp)=(xg)/2"bitsNV(g))*(varLim(,2)-varLim(,1))+varLim(,1);

end
for j=1:2:7
Jik=g-1)/2;

hN(J)=0.89+hN_tmp(1)*cos(pi/4+jjk*pi/2);
hN(+1)=hN_tmp(1)*sin(pi/4+jjk*pi/2);
end
disp(hN);
Flclear fem

% COMSOL version

clear vrsn

% Geometry

gl=ellip2(1,1, "base", "center®,"pos”,[0,0]);
g2=ellip2(0.05,0.05, "base”, "center”, "pos”,[hN(1) ,hN(2)]D);
g3=ellip2(0.05,0.05, "base”, "center”, "pos”, [hN(3) ,hN(DD);
g4=ellip2(0.05,0.05, "base", "center”, "pos”,[N(5),hN(6)]);
g5=ellip2(0.05,0.05, "base", "center”, "pos”, [N(7),hN(8)]);

[910, ctx,stx]=geomcomp({91,92,93,94,95}, "ns",{"gl","g2","g3","g4","g5"}, "sf","gl-g2-
g3-g4-g57,"edge”,"none”, "out” ,{"ctx","stx"});

[allmp,nbs] = geominfo(gl0, "out®,{"mp*","nbs"},"od",[0;1]);

dd=ctx{1};
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for ii=1:nbs
for jj=1:4
wh=dd(ii,jj);
if(~(wb==0))
tcgip=ii;
end
end
end
clear s
s.objs={g10};
s.name={"C01"};
s.tags={"g10"};

fem.draw=struct("s",s);
fem.geom=geomcsg(fem) ;

% Initialize mesh
fem.mesh=meshinit(fem);

% (Default values are not included)

% Application mode 1
clear appl
appl.mode.class = "HeatTransfer”;
appl.assignsuffix = "_ht";
clear prop
prop.analysis="static";
appl.prop = prop;
clear bnd
bnd.type = *T";
bnd.TO = {343,303};
bnd.ind = [1,1,2,1, 1,21,1,1, 1,1,1,2, 1,1,1,1, 1,1,1,1];

for jj=1:4

bnd.ind(tc(jj))=2;

end
appl.bnd = bnd;
clear equ

equ.init = 303;

equ.ind = [1];

appl.equ = equ;
fem_.appl{1} = appl;
fem_border = 1;
fem.outform = "general”;
fem_.units = "SI~;

% Multiphysics
fem=multiphysics(fem);

% Extend mesh
fem.xmesh=meshextend(fem);

% Solve problem

fem.sol=femnlin(fem, ...
"solcomp”,{"T"},
"outcomp®,{"T"});

% Save current fem structure for restart purposes
femO=Ffem;

if(plt)
% Plot solution
postplot(fem,
“tridata”,{"T","cont”, "internal "},
“"trimap”, "jet(1024)",
“title","Surface: Temperature [K]",
"refine”,3, ...
"axis®,[-1.42910915934755,1.42910915934755,-1,1,-1,1]);
end

% Integrate
I1=postint(fem,"T", ...
“dlt,[1DD;

% Integrate
12=postint(fem, 1", ...
“ditL 1D
display(hN);
if(plt)
display(hN_tmp);
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end

Temp=11/12;

newline=NaN;

plik="C:\wyniki\kolod4v2.mat"; %definicja $ciezki do pliku wynikowego

save(plik,"cnt”,"newline”, "newline”, "Temp*, "newline”, "newline”, *x", "newline”, "newline”,*
hN®, "newline”, "newline”,"hN_tmp*, "newline”, "newline”, "x","newline®, "newline”, "newline”, "
newline®,"-ascii”, "-append”, "-tabs");
t=11/12;
%funkcja testowa
function tN=yvalN(x,varLim,bitsNV,popN,varN)
kN=zeros(1,popN);
for i=1:popN
for j=l:varN
hN_tmp (i, J)=(x(1,J)/2"bitsNV(g))*(varLim((,2)-varLim(,1))+varLim(,1);
end
for j=1:2:7
1ik=g-1)/2;
hN(Ci L, J)=hN_tmp(i,1)*cos(pi/4+jjk*pi/2);
hNCi, J+1)=hN_tmp(i,1)*sin(pi/4+jjk*pi/2);
end
%disp(hN);
Flclear fem

% Geometry
gl=ellip2(1,1,"base”, “center”, "pos”,[0,0]);
g2=ellip2(0.05,0.05, "base”, "center”, "pos”,[hN(i,1) ,hN(i,2)]);
g3=ellip2(0.05,0.05, "base", "center”, "pos”, [N(i,3),hN(i,4)]);
g4=ellip2(0.05,0.05, "base”, "center”, "pos”,[hN(i,5),hN(i,6)]);
g5=ellip2(0.05,0.05, "base”, "center”, "pos”,[hN(i,7),hN(1,8)]);
[910, ctx]=geomcomp({gl,92,93,94,95}, " ns",{"gl","g2","g3","g4","g5"}, "sf", "gl-g2-g3-g4-
g5°,"edge”,"none”,"out” ,{"ctx"});
[allmp,nbs] = geominfo(gl0, "out”,{"mp", "nbs"},"od",[0;1]);
dd=ctx{1};
for ii=1l:nbs
for jj=1:4
wb=dd(i1,Jj);
iF(~(wb==0))
tcj)=ii;
end
end
end
clear s
s.objs={gl10};
s.name={"C01"};
s.tags={"g1l0"};

fem.draw=struct("s",s);
fem.geom=geomcsg(fem) ;

% Initialize mesh
fem_mesh=meshinit(fem);

% Application mode 1
clear appl
appl.mode.class = "HeatTransfer”;
appl.assignsuffix = "_ht";
clear prop
prop.analysis="static";
appl.prop = prop;
clear bnd
bnd.type = *"T";
bnd.TO = {343,303};
bnd.ind = [1,1,2,1, 1,2,1,1, 1,1,1,2, 1,1,1,1, 1,1,1,1];
for jj=1:4
bnd.ind(tc(jj))=2;

end
appl.bnd = bnd;
clear equ

equ.init = 303;

equ.ind = [1];

appl.equ = equ;
fem.appl{1} = appl;
fem_border = 1;
fem.outform = "general”;
fem.units = "SI~;
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% Multiphysics
fem=multiphysics(fem);

% Extend mesh
Tem.xmesh=meshextend(fem);

% Solve problem

fem_.sol=Femnlin(fem, ...
“solcomp”,{"T"},
“outcomp®,{"T"});

% Save current fem structure for restart purposes
FfemO=Ffem;
% Integrate
I1=postint(fem,"T", ...
“dit,[1DD;

% Integrate
12=postint(fem, 1", ...
“dit,[1D);

kN(i)=11712;
disp(11/12);
%end comsol
end;
tN=kN;
%end
function b=checkCoords(x,r,bitsNV,varLim,varN,popN,bestCh)
for i=1:popN
uklad=1;
for j=1:2:varN
plr=(x(i,J)/2"bitsNV(g))*(varLim(j,2)-varLim(j,1))+varLim(j,1);
plf=(x(i,j+1)/2"bitsNV(+1))*(varLim(+1,2)-varLim(+1,1))+varLim(J+1,1);
for k=(J+2):2:varN
p2r=(x(i,k)/2"bitsNV(k))*(varLim(k,2)-varLim(k,1))+varLim(k,1);
p2f=(x(i,k+1)/2"bitsNV(k+1))*(varLim(k+1,2)-varLim(k+1,1))+varLim(k+1,1);
d=sqrt(plr"2+p2r"2-2*plr*p2r*cos(p2f-pif));
%disp(d);
if(d<=r)
uklad=0;
break;
end
end
end
if(uklad==0)
x(i,:)=bestCh(:);
%disp(x(i,:));
end

end
b=x;

function w=myRandInt(a)
w=round(rand*(a-1))+1;
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Zalacznik 2 - kod programu - rozwigzanie zagadnienia Motza

metoda rozwigzan podstawowych

Program napisano w jezyku Matlab/Comsol Script

function v=motz2(pkt,NZ,saveF)
%Ffunction v=motz2()

S=0.2;

M=12;
Y%saveF=1;
%NZ=12;
%[XZ,YZ]=zrodla(NZ,S);

XZ=pkt(1,:);
YZ=pkt(2,:);

NO=6*M-3-NZ;
NO=3;
% kollokacja z rozwigzaniami podstawowymi

%NZ=24; %podzielne przez 6;

[XAB,YAB,XCB,YCB,XDC,YDC,XED, YED,XEO,YEO,XOA,YOA,E,F,P,0,H,G,T,Z]=wkoIMFS(M) ;
[A,B]=mukIMFS(M,NO,NZ,XZ,YZ,XAB,YAB,XCB,YCB,XDC,YDC,XED, YED,XEO,YEO,XOA,YOA,E,F,P,0,H,G,
T,2);

X=linsolve(A,B");

bd1=0;
bd2=0;
bd3=0;
bd4=0;
bd5=0;
bd6=0;
xbl=1;
xb2=0;
xb3=1;
xb4=0;
yb1=0;
yb2=0;
num=201;
for i=1:num
wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydF]=rozprzy(1,wsp,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pdl=abs(dfu-1);
if(bdl<pdl)
bd1=pd1;
ybl=wsp;
end;
end
num=201;
for i=1:num
wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydfF]=rozprzy(wsp-1,1,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pd2=abs(ydf);
if(bd2<pd2)
bd2=pd2;
xbl=wsp-1;
end;
end
num=201;
for i=1:num
wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydF]=rozprzy(-1,wsp,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pd3=abs(xdf);
i f(bd3<pd3)
bd3=pd3;
yb2=wsp;
end;
end
num=201;
for i=2:num
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wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydf]=rozprzy(wsp,0,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pd4=abs(ydf);
if(bd4<pd4)
bd4=pd4;
xb2=wsp;
end;
end
for 1=2:num
wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydF]=rozprzy(wsp,1,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pd5=abs(ydf);
i f(bd5<pd5)
bd5=pd5;
xb3=wsp;
end;
end
for i=2:num
wsp=(i-1)/num;
[dfu,xdf,ydF]=rozprzy(wsp-1,0,XZ,YZ,X,NZ,NO);
pd6=abs(dfu);
i f(bd6<pd6)
bd6=pd6;
xb4=wsp-1;
end;
end
Mx=[bd6,xb4,0;bd4,xb2,0;bd2,xb1l,1;bd5,xb3,1;bd3,-1,yb2;bd1,1,yb1];
err=bd6+bd4+9*bd2+16*bd5+bd3+bd1;
v=[1/err,bd6,bd4,bd2,bd5,bd3,bd1];
if(saveF==1)

iX=[1;1Y=[1;1U=[]; iXDF=[1;1YDF=[];

aa=0;

for 1=-1:0.1:1
aa=aa+l;
bb=0;
for j=0:0.05:1
bb=bb+1;

[dfu,xdf,ydf]=rozprzy(i,j,XZ,YZ,X,NZ,NO);
iX(aa,bb)=i;
iY(aa,bb)=j;
iU(aa,bb)=dfu;
iXDF(aa,bb)=xdf;
i1YDF(aa,bb)=ydf;
end
end
clf;
surf(iX,iY,iYDF)

savefile = "C:\motz\matrix_err.xlIs";
xIswrite(savefile, Mx);
savefile = "C:\motz\matrix_xr._xIs";
xlswrite(savefile, X);

end;

end

function [dfu,xdf,ydf]=rozprzy(xw,yw,XZ,YZ,X,NZ,NO)
r=realsqrt(w"2+yw"2);
if(abs(xw)>0.1le-12)

i F(xw<0)
T=pi-atan(yw/abs(xw));
else
T=atan(yw/xw) ;
end
else
T=0.5*pi;
end
dfu=0;
xdf=0;
ydf=0;
for i=1:NO

dfu=dfu+X(@)*(r*((2*i-1)/2))*cos((2*i-1)*0.5*T);
xdF=xdF+X(1)*.5*2*i-1)*(r*((2*1-3)*0.5))*cos((2*i-3)*T*0.5) ;
ydf=ydf-X(1)*.5**i-1)*(r*((2*1-3)*0.5))*sin((2*i-3)*T*0.5) ;
end
for j=1:Nz
i=NO+j ;
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dfu=dfu+tX(D))*FIn(xw,yw,XZ2(4),.YZ(g));
xdF=xdF+X(1)*dFInxOxw,yw,XZ2(G),YZ(g));
ydF=ydF+X (i) *dFIny xw, yw,XZ(G),YZ(G)) 5
end
end
function v=FIn(x,y,%xz,yz)
r2=(x-xz)"2+(y-yz)"2;
v=reallog(r2);
end
function v=dfInx(x,y,xz,yz)
r2=(x-xz)"2+(y-yz)"2;
v=2*(X-xz)/r2;
end
function v=dflny(x,y,xz,yz)
r2=(x-xz)"2+(y-yz)"2;
v=2*(y-yz)/r2;
end
function [XZ,YZ]=zrodla(NZ,s)
Xz=[1;YZ=[1;
M=NZ/6;
del=1/M;
for i=1:M
XZ(i)=1+s;
YZ(i)=0.5*del+del*(i-1);
XZ(M+1)=0.5*del+del*(i-1);
YZ(M+i)=1+s;
XZ(2*M+1)=-1+0.5*del+del*(i-1);
YZ(2*M+i)=1+s;
XZ(3*M+i)=-1-s;
YZ(3*M+1)=0.5*del+del*(i-1);
XZ(4*M+1)=0.5*del+del*(i-1);
YZ(4*M+1)=-5s;
XZ(5*M+1)=-1+0.5*del+del*(i-1);
YZ(5*M+i)=-5s;
end
%{
bx1=-1:1/10:1;
byl=zeros(1,21);
%line 2
bx2=ones(1,11);
by2=0:1/10:1;
%line 3
bx3=1:-1/10:-1;
by3=ones(1,21);
%line 4
bx4=-ones(1,11);
by4=1:-1/10:0;
bx=[bx1,bx2,bx3,bx4];
by=[byl,by2,by3,by4];
plot(bx,by);
hold on;
%}
Y%scatter(XZ,YZ,5,[0 0 O], Filled™);
end
function [XAB,YAB,XCB,YCB,XDC,YDC,XED,YED,XEO,YEO,XOA,YOA,E,F,P,0,H,G,T,Z]=wkoIMFS(M)
XAB=[]; YAB=[] ;XCB=[];YCB=[];XDC=[];YDC=[];XED=[];YED=[];
XEO=[]; YEO=[] ;X0A=[];YOA=[];
E=[1:F=01:P=[1:0=[1:H=0[1:6=[1:T=0[1:2=[1;
for k=1:M
XAB(k)=1;
YAB(k)=(k-1)/(M-1);
E(k)=realsqrt(1+((k-1)"2)/((M-1)"2));
F(k)=atan2(k-1,M-1);

XED(K)=-1;
YED(K)=YAB(K) ;
P(K)=E(K);

0(k)=pi-F(K);

YCB(K)=1;
XCB(K)=YAB(K) ;
H(K)=E(K);
G(k)=0.5*pi-F(K);

YDC(K)=1;

XDC(K)=-YAB(K) ;
TK=E(K);

116



Z(K)=0.5*pi+F(K);

YEO(k)=0;
XEO(k)=XDC(k);
YOA(k)=0;
XOA(K)=XCB(K);
end
end
function
[A,B,NR]=mukIMFS(M,NO,NZ,XZ,YZ,XAB,YAB,XCB,YCB,XDC,YDC,XED,YED,XEO,YEO,XOA,YOA,E,F,P,0,H
,G,T,2)
A=[1;:8=[1;
for k=1:M
wl=k;
w2=M+k ;
w3=2*M+k;
B(wl)=1;
B(w2)=0;
B(w3)=0;
for 1=1:NO
A(wl, D)=(EE)N0.5*(2*i-1)))*(cos((2*i-1)*F(k)*0.5));
A2, D=(HK)N(O0.5*(2*1-3)))*(sin((2*i1-3)*G(k)*0.5))*((2*i-1)*0.5);
A3, D)=(P(KN0.5*(2*i-3)))*(cos((2*1-3)*0(k)*0.5))*((2*i-1)*0.5);
end
for 1=1:NZ
A(w1,NO+1)=FIn(XAB(k),YAB(k),XZ(i1),YZ(i));
A(W2,NO+i)=dFIny(XCB(k),YCB(k),XZ(i),YZ(i));
A(W3,NO+i)=dFInx(XED(k),YED(k) ,XZ(i),YZ(i));

end
end
for k=2:M
wl=3*M+k-1;
w2=4*M+k-2;
w3=5*M+k-3;
B(w1)=0;
B(w2)=0;
B(w3)=0;
for 1=1:NO
A1, 1)=(0.5**i-1))*(TK)NO0.5*(2*i1-3)))*(sin((2*i1-3)*2(k)*0.5));
A(w2,1)=0;
A(w3,1)=0;
end
for 1=1:NZ

A(wW1,NO+i)=FIn(XDC(k),YDC(k),XZ(i),YZ(i));
A(W2,NO+i)=dFIny(X0A(k),YOA(k) ,XZ(i1),YZ(i1));
A(w3,NO+1)=dFInx(XEO(K), YEO(K) ,XZ(1),YZ(i1));
end
end
NR=NO+NZ;
end
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Zalacznik 3 - kod programu - wyznaczanie efektywnego

wspotczynnika przewodzenia ciepta

Program napisano w jezyku Matlab/Comsol Script

function strAB=lapl3v2s(riC,SP,plt)

%IRR=[1.8875,1.8262,0.26313,12,10,12];
IRR=[1.0628,6.1328,0.071875,9,9,31] ;

DZ_z=1RR(1);
DW_z=1RR(2);
DW_w=1RR(3);
PZ_z=1RR(4);
PZ_zw=1RR(5);
PZ_ww=1RR(6);

XAB=[] ; YAB=[];XBC=[] ;YBC=[1;XCD=[]; YCD=[1;XDA=[];YDA=[1;
XKW=[1;YKW=[1;XZR=[1;YZR=[1;errTW=[];errDTW=[];

XABZ=[1;YABZ=[];XBCZ=[];YBCZ=[]1;XCDZ=[];YCDZ=[];XDAZ=[];YDAZ=[1];
XKWZ=[1; YKWZ=[] ; XKWZ2=[] ; YKWZ2=[] ; VYNX=[1; VNY=[1;

x1C2=[];

yiC2=[];

varN=length(SP);

for j=2:2:varN
xIC(J/2)=SP(J-1);
yIC(/2)=SP();

end

%{

xIC(1)=SP();
yIC(1)=SP(J);
xIC(2)=SP(3);
yI1C(2)=SP(4);
xIC(3)=SP(5);
yIC(3)=SP(6);

%}

[v,KW_cnt]=size(xIC);

AP=[];

%M - ilosc punktdéw kollokacji na odc. jednostkowym
%MZ - ilosc punktéw zrddrowych na odc. jednostkowym
%NZ - Catkowita iloséc punktéw zZrddiowych

%r1C - promien konturu wewnetrzengo
%xXIC - wspdirzedna X $rdka konturu wew.
%YCkw - wspditrzedna Y $rdka konturu wew.
%L1 - wsp. przewodzenia oshowy

%L2 - wsp przewodzenia widkna

%T1 - Temp. na brzegu AB

%T2 - Temp. na brzegu CD

PK_z=80;

PK_w=50;

%PZ_z=9;

%PZ_zA=4*10;

WPZ_zw=12;

%PZ_ww=8;

%PZ_zw=15;

%PZ_ww=5;

%x1C=0.7;
%y1C=0.7;

L1=2.0;

L2=0.1;
T1=0;
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T2=100;

%DZ_z=1.4;

%DW_z=0.2;

%DW_w=0.19;

%1. wspbdirzedne naroznikédw
XA=-1.0; VyA=-1.0;

xB=1.0; yB=-1.0;

XC=1.0; yC=1.0;

xD=-1.0; yD=1.0;

del=2/PK_z;

% 2. kontur zewnetrzny
% 2.1 punkty kollokacji na konturze zewnetrznym
for i=1:PK_z

XAB(1)=xA+0.5*del+(i-1)*del; YAB(i)=yA;

XBC(i1)=xB; YBC(i)=yB+0.5*del+(i-1)*del;

XCD(1)=xC-0.5*del-(i-1)*del; YCD(i1)=yC;

XDA(i)=xD; YDA(i)=yD-0.5*del-(i-1)*del;
end;

% 2.2 punkty Zrddiowe wokdl konturu zewnetrznego

del = (2 + 2*DZ_z)/PZ_z;
for 1=1:PZ z

XABZ(i)= xA-DZ_z+0.5*del+(i-1)*del; YABZ(i)= yA-DZ z;

XBCZ(i)= xB+DZ_z ; YBCZ(i)= yB-DZ_z+0.5*del+(i-1)*del;
XCDZ(i)= xA-DZ_z+0.5*del+(i-1)*del; YCDZ(i)= yC+DZ_z;

XDAZ(i)= xD-DZ_z; YDAZ(i)= yB-DZ z+0.5*del+(i-1)*del;
XZR(1) = XABZ(i); YZR(i) = YABZ(i);

XZR(PZ_z+i) = XBCZ(i); YZR(PZ_z+i) = YBCZ(i);

XZR(2*PZ_z+i) = XCDZ(i); YZR(2*PZ_z+i) = YCDZ(i);
XZR(3*PZ_z+i) = XDAZ(i); YZR(3*PZ_z+i) = YDAZ(i);

end;

% 3. kontury wewnetrzne

% 3.1 punkty kollokacji na konturach zewnetrznych

for k=1:KW_cnt
for 1=1:PK w
rd=1*2*pi/PK_w;
XKW(k, 1)=xI1C(k)+riIC*sin(rd);
YKW(k, 1)=yI1C(k)+ri1C*cos(rd);
XKWA((k-1)*PK_w+1)=xIC(K)+riIC*sin(rd); Y

KWA((k-1)*PK_w+i)=yIC(k)+r1C*cos(rd);

VNX (k,i)=sin (rd); VNY (k,i)=cos (rd); %$skladowe wekt. norm.

end;
% 3.2.1 punkty zrbédiowe wokdl konturu wewnet
for 1=1:PZ_ww
rd=1*2*pi/PZ_ww;
XKWZ(k, 1)=xIC(K)+(ri1C-1*DW_w)*sin(rd);
YKWZ (K, 1)=yIC(K)+(ri1C-1*DW_w)*cos(rd);
XZR(4*PZ_z+(k-1)*PZ_ww+1i) XKWZ(k,1);
YZR(4*PZ_z+(k-1)*PZ_ww+1i) YKWZ(k,1);

end;
% 3.2.1 punkty zrbédiowe wokdt konturu wewnet
for i=1:PZ_zw
rd=1*2*pi/PZ_zw;
XKWZ2(k, 1)=x1C(K)+(r1C+1*DW_z)*sin(rd);
YKWZ2(k, i)=yIC(k)+(rIC+1*DW_z)*cos(rd);
XZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+i)
YZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+i)
end;

X
Y|

end

%$4. Tworzenie macierzy uktadu
for i=1:PK z % petla przez PKT. KOL. n
iter=4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
for j=l:iter Spetla przez PKT. ZR. dla KONT.
AP( i, j) FL(XAB(i), YAB(i), XZR
AP( PK_z+i, J )
AP( 2*PK_z+i, j )

AP( 3*PK_z+i, j )

FL(XCD(i), YCD(i), XZR

end
for J=1:KW_cnt*Pz zw %petla przez PK
AP ( i, 4*PZ z+KW _cnt*PZ wwt j ) = 0
ZEW.

rznego (wew kont. wew.)

rznego (na zew. kont. wew.)

Kwz2(k, i);
kwz2(k, i);

a KONTURZE ZEWNETRZNYM

ZEW.

a), YZR@)); % T1

dfldx(XBC(i), YBC(i), XZR(i), YZR(i)); % DT/DX=0

). YZRG)); % DT/DX=0

df1dx(XDA(i), YDA(i), XZR(@). YZR(I)); % SM

T. ZR. dla KONTURU WEWNETRZNEGO
; % Te punkty zZrddiowe nie dotycza KONT.
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AP( PK_z+i, 4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+
AP( 2*PK_z+i, 4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+
AP( 3*PK_z+i, 4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+
end
end
for k=1:KW_cnt % petla przez KONTURY WEWNETRZNE
for 1i=1:PK w % petla przez PKT. KOL. na KONTURZE WEWNETRZNYM
iter=4*pPZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
for j=l:iter %petla przez PKT. ZR. dla KONTURU ZEWNETRZNEGO
AP( 4*PK_z+(k-1)*PK_w+i, J ) = FI(XKW(k,1), YKW(K,1), XZR(J), YZR(J)); % TEMP.

[eNeoNe]

N 1 1
o/ \/

CONT.

AP( 4*PK_z+(KW_cnt+k-1)*PK w+i, j ) = L1*dfldn(XKW(k,i), YKW(k,i), XZR@),

YZR(J),xI1C(K),yIC(k)); % DERIV. CONT.
end
for j=1:PZ zw $petla przez PKT. ZR. dla KONTURU WEWNETRZNEGO

AP( 4*PK_z+(k-1)*PK_w+i, 4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j ) = -FL(XKW(k, i),
YKW(k, 1), XZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j), YZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(K-
1)*PZ_zw+j)); % TEMP. CONT.

AP( 4*PK_z+(KW_cnt+k-1)*PK_w+i, 4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j ) = -
L2*df1dn(XKW(Kk, 1), YKW(K,i), XZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j),
YZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j) ,x1C(K),yIC(k)); % DERIV. CONT.

end
end
end

YxIswrite("c:\APv3.xlIs" ,AP);

%5. Warunki brzegowe

BP=zeros (4*PK_z+2*KW cnt*PK w,1); %wektor pelen zer, wiec nie jest zmieniany jes$li na
danym brzegu jest 0.

for 1=1:PK z

BP(O*PK_z+i1) = T1;
BP(2*PK_z+i) = T2;
BP(1*PK_z+i) = O;
BP(3*PK_z+i) = 0;
end
X=linsolve(AP,BP);
iX=[1;iY=[1;iu=[1;
aa=0;
for 1=-1:0.02:1
aa=aa+l;
bb=0;
for j=-1:0.02:1
bb=bb+1;

dfu=roz(i,j,KW_cnt,PZ z,PZ ww,PZ_zw,X,XZR,YZR, XKW, YKW,XKWZ2,YKWZ2) ;
iX(aa,bb)=i;
iY(aa,bb)=j;
iU(aa,bb)=dfu;
end
end
% obliczenie warto$ci strumienia ciepta
step2=0.01;
str=0;
for i=-1l:step2:1
str=str+stream(i,-1,KW_cnt,PZ z,PZ ww,PZ zw,X,XZR,YZR, XKW, YKW,XKWZ2,YKWZ2,L1,L2);
end
strAB=(str*(yC-yA))/((2/step2)*(T2-T1));

Y%sprawdzenie warunkéw
step=0.01;

%brzeg AB

errAB=0;

for j=-1:step:1l
vT=0;
iter=4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
for i=l:iter

vT=vT+X(1)*F1(J,-1.XZR(1),YZR(i));

end
errAB=errAB+(T1-vT)"2;

end

errAB=(errAB"0.5)/(2/step);

%brzeg BC

errBC=0;

for j=-1l:step:1
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vT=0;

iter=4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww;

for i=l:iter
vT=vT+X(i)*dfldx(1,j,XZR(i),YZR(i));

end

errBC=errBC+vT"2;
end
errBC=(errBC"0.5)/(2/step);
%brzeg CD
errCD=0;
for j=-1l:step:1
vT=0;
iter=4*pPZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
for i=l:iter
vT=vT+X(1)*F1(J,1,XZR(i1),YZR(1));
end
errCD=errCD+(T2-vT)"2;
end
errCD=(errCD"0.5)/(2/step);
%brzeg DA
errDA=0;
for j=-1l:step:1l
vT=0;
iter=4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
for i=l:iter
vT=vT+X(i1)*dfldx(-1,J,XZR(i),YZR(1));
end
errDA=errDA+vVT/2;
end
errDA=(errDA™0.5)/(2/step);

$kontury wewnetrzne

step=0.01;
for k=1:KW_cnt % petla przez KONTURY WEWNETRZNE
for iI=-1:step:1 % petla przez PKT. KOL. na KONTURZE WEWNETRZNYM
errT=0;
errDT=0;

vT1=0;vDT1=0;vT2=0;vDT2=0;
rd=i*2*pi/(2/step);
Xkw=x1C(k)+riIC*sin(rd);
ykw=yIC(k)+riIC*cos(rd);
for j=1:4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww;
VT1=vT1+X(G)*FL(xkw, ykw, XZR().,YZR(J));
VvDT1=vDT1+X(§)*L1*dFldn(xkw, ykw,XZR(J),YZR(J),xI1C(k),ylIC(k));
end
for j=1:PZ_zw
VT2=vT2+X(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j)*F1(xkw, ykw,
XZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j), YZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j));
VDT2=vDT2+X(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j)*L2*dFfldn(xkw, ykw,
XZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-1)*PZ_zw+j), YZR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(k-
1)*PZ_zw+j) ,xI1C(k),yIC(k));
end
errT=errT+(vT1-vT2)"2;
errDT=errDT+(vDT1-vDT2)"2;
end
errTW(k)=(errT~0.5)/(2/step);
errDTW(k)=(errDT"0.5)/(2/step);
end

%disp(errTW);
%disp(errDTW);
%strABerr=strAB-strABmean;

errSQ=[errAB,errBC,errCD,errDA];

%disp(errSQ);

if(plt)
csvwrite("C:\matrix_sqg2.txt", errSQ);
csvwrite("C:\matrix_tw2._.txt", errTW);
csvwrite("C:\matrix_dtw2._.txt", errDTW);
csvwrite("C:\matrix_str.txt", strAB);
disp(strAB);

clf;

contour(iX,iY,iU,60);
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colormap(jJet(128))
% surf(iX,iY,iu);

shading interp;

colorbar();

hold

scatter(XZR,YZR,3,[0 O 0], "Filled™)
scatter(XAB,YAB,3,[0 0 1], filled")
scatter(XBC,YBC,3,[0 O 1], Filled")

scatter(XCD,YCD,3,[0 O 1], Filled")
scatter(XDA,YDA,3,[0 O 1], Filled")
scatter (XKWA,YKWA,3,[0 0 1], Filled")
view(2);

end

%
disp({"errAB=",errAB, "errBC=",errBC, "errCD=",errCD, "errDA=" ,errDA, “errT=",errT, "errDT=",
errDT})

%}

% rozwigzanie podstawowe

function v=F1(X,y,Xs,ys)
r=realsqrt((x-xs)"2+(y-ys)"2);
v=reallog(r);

% rozwiazanie podstawowe - Symetryczne

function v=F2(x,y,Xs,ys)
rl=realsqrt((x-xs)"2+(y-ys)"2);
r2=realsgrt((x+xs)"2+(y-ys)"2);
v=(reallog(rl)-reallog(r2));

function v=dfldx(x,y,Xs,ys)
r2=(x-xs)"2+(y-ys)"2;
v=(X-xs)/r2;

function v=dfldy(x,y,Xs,ys)
r2=(x-xs)"2+(y-ys)"2;
v=(y-ys)/r2;

function v=dfldx2(x,y,xs,ys)
r2=(x-xs)"2+(y-ys)"2;
v=-((x = X$)™2 - (Y - ys)"2)/r2n2;

function v=dfldy2(x,y,xs,ys)
r2=(x-xs)"2+(y-ys)"2;
v=((X - xs)"2 - (y - ys)"2)/r2"2;

function v=dfldn(x,y,xs,ys,xIC,ylIC)
r=realsqrt((x-x1C)"2+(y-yIC)"2);
vnx=(x-xI1C)/r;
vny=(y-ylC)/r;
x=dfldx(x,y,Xs,ys);
fy=dfldy(x,y,Xs,ys);
w=vnx*fx+vny*fy;
%disp({X,y,Vvnx,vny,vnx~2,vny~2});
V=w;

function v=roz(x,y,KW_cnt,PZ_z,PZ_ww,PZ_zw,XR,XZR,YZR , XKW, YKW,XKWZ ,YKWZ)
vT=0;
p=0;
for k=1:KW_cnt
p=k;
xrow=xXKwW(k, :);
yrow=YKW(K, :);
a=inpolygon(X,y,Xxrow,yrow);
if(a),break,end
end
if(a)
for 1=1:PZ_zw
VT=VvT+XR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(p-1)*PZ_zw+i)*Ff1(X,y,XKWZ(p, 1) ,YKWZ(p,i));
end
else

122



for 1=1:4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww
VT=vT+XR(1)*FL(X,y,XZR(1),YZR(1));
end
end
V=VT;

function v=stream(x,y,KW_cnt,PZ_z,PZ ww,PZ_zw,XR,XZR,YZR, XKW, YKW,XKWZ,YKWZ,L1,L2)
vT=0;
p=0;
for k=1:KW_cnt
p=k;
xrow=xXKW(k, :);
yrow=YKW(k, :);
a=inpolygon(X,y,Xrow,yrow) ;
if(a),break,end
end
if(a)
for i=1:PZ_zw
VT=VT+XR(4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww+(p-1)*PZ_zw+i)*L2*df1dy(x,y,XKWZ(p, 1) ,YKWZ(p,i));
end
else
for 1=1:4*PZ_z+KW_cnt*PZ_ww
VT=VvT+XR(1)*L1*dF1ldy(X,y,XZR(1),YZR(1));
end
end
V=VT;
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